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Olá pessoal,

Sejam todos(as) bem vindos(as) ao Curso  de Atividades 

Experimentais.

Estamos iniciando nossos cursos Livres de Curta Duração 

denominados MOOC’s. Primeiramente precisamos esclarecer o que são 

MOOC’s. Os Massive Online Open Courses (MOOC’s) são um tipo de curso 

livre através da web que visa oferecer a um grande número de alunos 

advindos da comunidade em geral a oportunidade de ampliar seus 

conhecimentos. Os interessados podem se inscrever para acompanhar 

todo o curso, efetivamente concluindo-o, e buscando conhecer mais 

sobre o tema apresentado. A grande diferença é que o processo 

educativo está centrado nos estudantes, que aprendem e ensinam em 

contribuição à produção.

Todos os cursos ofertados como MOOC’s através da UAB/

UNICENTRO, foram elaborados por Docentes de diversos Departamentos 

da UNICENTRO. Desta forma, nossos cursos serão certificados pela 

UNICENTRO e visam contribuir para o aperfeiçoamento de indivíduos 



que atuam em diversas áreas do conhecimento através do AVA MOODLE, 

com cursos livres de curta duração.

Os MOOC´s terão carga horária totalmente a distância, não 

teremos encontros presenciais.

A metodologia de trabalho dos MOOC´s está concentrada na 

figura do(a) aluno(a), ou seja, os docentes propuseram, prepararam e 

configuraram os cursos, e cabará a cada aluno(a) organizar seu tempo, sua 

dinâmica de estudos e sua disciplina a fim de utilizar todos os recursos, 

estudar todos os materiais disponibiliados e executar as atividades 

propostas.

A Coordenação dos MOOC´s coloca-se a disposição de todos(as) 

e desejamos um excelente curso a todos(as)!

	

Coordenadora Geral 

Professora Maria Aparecida Crissi Knupel

Coordenadora adjunta 

Professora Michele Tupich Barbosa 



Olá, cursistas! 

Este curso tem o objetivo de abordar a Modelagem Matemática 

por meio de atividades experimentais. Espera-se que os alunos consigam 

compreender e diferenciar as etapas da Modelagem Matemática e que por 

meio das atividades propostas sejam capazes de construir os conceitos teóricos 

da disciplina. Nestas atividades - construção de um modelo de despoluição 

de um lago, jogo dos discos e construção de mosaicos com polígonos 

regulares – serão estudados a recursividade, a programação geométrica, a 

função exponencial, o logaritmo, jogo dos discos e ladrilhamento.

Como forma de avaliação vocês deverão participar no fórum e 

responder ao questionário disponível na plataforma. 

Estamos à disposição de vocês no Fórum Tira-Dúvidas.

Bons estudos!

APRESENTAÇÃO

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4768207E0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4423766T8


Começamos nosso curso falando sobre as etapas da modelagem 

matemática por meio da construção de um modelo de despoluição de um 

lago. A questão norteadora é: É possível prever quando um lago-modelo 

estará totalmente despoluido?

Inicialmente é proposto um experimento simples que pode ser 

realizado tanto na sala de aula como na sua casa. Na sequência, vamos 

construir um modelo matemático utilizando os dados que obtivemos 

no experimento, organizados em uma tabela. Veremos quais são as 

hipóteses simplificadoras consideradas na construção deste modelo e, 

detalhadamente,  as etapas da modelagem matemática. Uma  dica é que 

você construa a tabela utilizando a planilha CALC. 

Para compreender melhor tal tema, sugerimos que faça a leitura 

das páginas 15 a 38 do livro intitulado “ Modelo de Despoluição” disponível 

no repositório institucional da Universidade Federal do Mato Grosso e 

utilizado para o curso de especialização em Matemática da Universidade 

Aberta do Brasil. 

1. MODELO DE DESPOLUIÇÃO
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Apresentação


O Matem@tica na Pr@tica é um Curso de Especialização para Professores do Ensino 


Médio de Matemática na modalidade de Educação a Distância, que está inserido no Plano 


de Ações Articuladas do Ministério da Educação. Esse plano tem como um dos objetivos 


promover uma importante atividade de formação continuada dirigida a você, professor 


do ensino básico, incentivando a renovação da sua prática pedagógica e propondo cami-


nhos para que você possa criar, organizar e compartilhar novos conhecimentos com seus 


estudantes e colegas de trabalho.


O primeiro módulo de nosso curso consiste em três atividades práticas sobre temas 


que trazem importantes significados para a Matemática do ensino básico. Em seguida, você 


terá a oportunidade de refletir sobre essas atividades para, depois, dedicar-se à aplicação 


de uma delas em sua sala de aula.


Neste fascículo, apresentamos a atividade prática denominada “modelo de despolui-


ção”, um experimento em modelagem matemática. A modelagem constitui uma oportu-


nidade para o estudante refletir sobre o uso de ferramentas matemáticas para a descrição 


e previsão de fenômenos naturais. Inclui interdisciplinaridade com a Biologia, progressões 


geométricas, funções exponenciais e logarítmicas, recursividade e noção intuitiva de limi-


te. As atividades são muito atraentes para os estudantes, pois estão inseridas em contextos 


familiares a eles.


Seja bem-vindo ao estudo do modelo de despoluição!
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Ciclo I 


Modelo de Despoluição


Bem vindo, professor!


Neste experimento, procuraremos estabelecer elos entre a 
Matemática do Ensino Médio e os problemas ambientais. 
Estaremos interessados em abordar as seguintes questões:


▹▹ A Matemática pode ser uma aliada para a recuperação e a 
preservação do meio ambiente?


▹▹ Ela pode contribuir para desenvolver o espírito crítico, 
relacionado às questões ambientais? 


▹▹ O que são modelos matemáticos?


▹▹ Como os modelos podem ajudar os alunos do Ensino 
Médio na manipulação de equações, dados e gráficos?


▹▹ Mais especificamente, será que a Matemática do Ensino 
Médio pode ser utilizada para entender processos de 
poluição e despoluição de lagos e baías? 











1. Era uma vez um lago...


Era uma vez um lago. E um povo que vivia no entorno deste lago... Nele, as crianças 


brincavam, os adultos nadavam e todos conviviam muito bem com a fauna e a flora que 


ali havia.


Os mais velhos pescavam e do lago tiravam boa parte do seu sustento.


Mas o progresso chegou. E a cidade em torno do lago cresceu, cresceu, cresceu... Mas 


cresceu de forma desordenada.


Não é difícil imaginar onde foi parar o esgoto de toda a população... Percorreu o ca-


minho mais fácil. E foi parar, obviamente, no lago!


O tempo foi passando... E a situação foi piorando... Até se tornar insustentável! Nin-


guém mais podia nadar ou pescar. 


Assim, biólogos, engenheiros e arquitetos formaram uma equipe para contornar o 


problema e propor soluções. A partir daí, o lago recebeu os cuidados de que precisava e 


os problemas que o homem causou, o próprio homem tentou resolver.


Será que o lago poderá voltar a ser exatamente como era?


Mas o que essa história tem a ver com a Matemática que você ensina nas escolas? Será 


que essa história pode ajudar a ensinar um conteúdo tão complexo, como modelagem 


matemática, para alunos do Ensino Médio? Será que seus alunos poderiam prever quanto 


tempo demora para que um rio ou uma lagoa possa ser considerado despoluído? Ou isso 


é coisa que somente especialistas podem entender?


Pois a Matemática pode ajudar, e muito, na solução de problemas ecológicos! Nosso 


objetivo, com esse experimento que se inicia, é mostrar que a história contada pode servir 


de inspiração para o ensino da modelagem matemática nas escolas. 


Cabe salientar que faremos uma previsão a partir de simplificações, levando em conta 


apenas os aspectos mais fundamentais de um problema. Para obter melhor precisão no 


estudo, precisaríamos de técnicas matemáticas mais avançadas. Entretanto, apesar da 


nossa previsão fornecer apenas uma aproximação do que ocorre na realidade, este estu-


do pode ser usado na escola para motivar uma boa discussão sobre o problema real de 


poluição de rios e lagos!


Para este fim, neste experimento, ao longo dos três ciclos, estudaremos a construção 


de modelos matemáticos, buscando interdisciplinaridade com a Biologia, de modo a dar 


significado aos seguintes conceitos matemáticos: 
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1. Era uma vez um lago...  11







Você conhece a história do lago Batata?


A história do lago Batata, situado na Amazônia brasileira, 


é um exemplo real de um lago que vem se recuperando após 


sofrer sério impacto ambiental.


Durante dez anos, a comunidade de seres vivos do lago 


foi prejudicada pela ação das operações comerciais de mi-


neração.


Essas operações descartavam no lago Batata grande 


quantidade de argila, proveniente da extração e da lavagem 


da bauxita. Em 1988, após anos de impacto, as atividades de 


mineração cessaram e pesquisadores de diversas áreas foram 


chamados para colaborar em um estudo que propôs medidas 


de recuperação do lago que estava muito degradado. 


Atualmente, o lago continua sendo monitorado e ainda 


há componentes a serem recuperados. Mas a restauração de 


sua qualidade ambiental é visível! Para saber mais sobre o 


lago Batata, visite: <http://www.biologia.ufrj.br/labs/limno-


logia/proj.htm>


Assim como a história do lago Batata, há inúmeros 


outros casos, em nosso país, de lagos, lagoas, baías e rios 


impactados, que são estudados na busca de sua recuperação 


ambiental. Certamente, a Matemática é uma das ciências 


envolvidas na busca dessas soluções.


Se você tiver interesse em conhecer alguns deles, leia:


A história do lago Paranoá, localizado em 


Brasília (DF) no sítio: ​


<http://www.lagoparanoa.com/evolucao-


dolago.htm>.


A história do rio Tietê, localizado em São 


Paulo (SP) no sítio:


<http://www.cetesb.sp.gov.br/Institucio-


nal/tiete/tiete.asp>.


A história da Baía de Guanabara, locali-


zada no município do Rio de Janeiro (RJ) 


no sítio:


<http://www.portalbaiadeguanabara.org.


br/portal/exibe_sub.asp?id_sub=50>.
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▹▹ Recursividade; 


▹▹ Progressão geométrica; 


▹▹ Função exponencial; 


▹▹ Logaritmo;


▹▹ Noção intuitiva de limite e comportamento assintótico.


Vamos ao nosso experimento!
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2. Simulando a despoluição de um lago...


A natureza, por si só, é complexa. Qualquer representação de elementos naturais, tais 


como paisagens, organismos, ecossistemas, é, em geral, muito mais difícil de ser feita do 


que a representação de formas ou objetos criados pelo homem (móveis e utensílios, por 


exemplo). Mas por que representar elementos naturais? Dentre outras coisas, para ajudar 


sua compreensão.


Como professor, você vai se surpreender com a importância de simulações para o 


desenvolvimento das habilidades que possibilitarão atribuir um significado a equações, 


dados e gráficos. E a melhor maneira de você se dar conta disso é... experimentando.


Simulando sistemas complexos


A simulação é uma técnica de modelagem, utilizada 


para entender o comportamento de um sistema complexo. 


Por meio de uma simulação, é possível representar apenas 


as características essenciais deste sistema. Portanto, uma 


simulação é a reprodução parcial da realidade usando um 


modelo artificial que permite a compreensão do fenômeno 


natural de forma simplificada.


Imagine, por exemplo, como seria a representação fiel de 


um sistema complexo como um lago ou uma lagoa! 


Só a coleta de dados reais já levaria muito tempo e 


demandaria a utilização de recursos muitas vezes não dispo-


níveis. Além disto, se você tivesse de levar em consideração 


todos os fatores envolvidos no processo de modelagem, 


poderia necessitar de 


técnicas matemáticas 


muito complexas.


Através da simu-


lação, é possível re-


duzir a complexidade 


analítica do fenômeno. Experimentos são bons exemplos de 


simulações de sistemas complexos.


No caso do nosso experimento, a modelagem que 


iremos desenvolver não se baseia em um lago poluído, pro-


priamente dito, mas sim em um experimento que pode ser 


interpretado como uma simulação simplificada.
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Imagine, por exemplo, um habitat formado por um lago de águas límpidas, onde vivem 


diversas espécies de vegetais e animais. Agora, suponha que este lago, assim como o lago 


da história que você leu antes, recebeu uma grande descarga de um produto poluente. 


No decorrer do tempo, houve um processo de despoluição natural, promovido pelos seres 


vivos pertencentes a esse habitat.
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Existem diferentes classes de poluentes: os metais pe-


sados, como o cobre e o zinco; compostos sintéticos, como 


os hidrocarbonetos do petróleo; o pesticida DDT; e, é claro, 


poeira, restos de comida e excrementos, que chamamos, de 


forma geral, de matéria orgânica. Peixes, camarões, mexilhões 


e ostras são animais que se alimentam de restos e detritos, 


ajudando na despoluição. Bactérias, fungos, leveduras e algas 


são o que chamamos organismos decompositores, porque 


transformam a matéria orgânica novamente em nutrientes 


que podem ser utilizados por outros organismos. O trabalho 


deles é quebrar, decompor as moléculas maiores e, assim, os 


restos produzidos por esses organismos são os nutrientes na 


sua forma original. Esses nutrientes serão então capturados 


pelas algas e vegetais para, através da fotossíntese, entrar 


novamente na cadeia alimentar, fechando o ciclo da matéria 


orgânica. O problema é quando a quantidade de poluição é 


tamanha que afeta os próprios organismos responsáveis pela 


decomposição, fazendo com que o sistema entre em colapso 


e a degradação ambiental aumente.


Luz do sol, fagulhas 
elétricas e ação das 
ondas e vento


Partículas de detritos 
são povoadas por 
microorganismos 
decompositores. 
Algas e bactérias 


absorvem o excesso 
de nutrientes 


dissolvidos na água. 


Peixes, camarões,
 mexilhões e ostras 


que se alimentam 
de restos e 


 detritos.


Os nutrientes da 
decomposição na 


camada superficial 
voltam rapidamente 


para a água.


Nas camadas 
inferiores, os nutrientes 
só voltam à  água se o 
sedimento é remexido 


pelas correntes, ventos, 
ou animais que vivem 


no fundo.


Matéria orgânica 
depositada, decomposta ou 


em decomposição


Poluentes
Metais pesados, compostos 


sintéticos e matéria orgânica


NutrientesNutrientes


Agentes Naturais


Camada inferior sedimento
Sem a preciosa ajuda do oxigênio, outros 
micro-organismos têm de se virar para fazer a despoluição. 
Mas como os poluentes ficam “presos” nessa camada por 
muitos anos, eles têm tempo de sobra para fazer isso


Camada superior do sedimento
Os micro-organismos usam 
oxigênio da água para despoluir 
com mais eficiência.
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Três vasilhames transparentes, cada um 


com capacidade superior a 2 litros (tigelas 


transparentes ou garrafas PET grandes de 


refrigerantes – de 2,5 ou 3 litros - cortadas podem 


servir a este propósito). Daqui em diante, os 


vasilhames serão numerados, conforme a figura 


ao lado:


Água límpida (armazenada no vasilhame 2).


Dois copos comuns, com capacidade de 200 mL 


(copos descartáveis, utilizados em festas, podem 


servir a este propósito), ou uma garrafa PET, 


cortada de modo a conter 200 mL, ou um recipiente 


com marcação de milimetragem.


Um copo (200 mL) de café preparado.


1 2


2


3


Um balde para descarte da água usada.


2. Simulando a despoluição de um lago...  15


Para compreendermos melhor esse fenômeno, vamos simular o processo de despo-


luição natural, representando-o de uma maneira simplificada. Para isto, vamos utilizar os 


seguintes materiais:







  Saiba Mais    Qual é o volume de uma gota?


Para se ter ideia, 3 gotas produzidas por um conta-gotas comum correspondem 


a aproximadamente 1 mL e uma colher de sopa comporta, aproximadamente,  


8 mL. Uma lata de refrigerante, por exemplo, comporta 350 mL. Já a maioria dos 


copos de requeijão, 250 mL.
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Vamos ao experimento?


1  Preencha completamente o 


vasilhame 2 com água límpida


2  No vasilhame 3, misture um copo 


(de 200 mL) de café (previamente 


preparado) em aproximadamente um 


litro de água. Misture bem!


Este vasilhame representa 


nosso reservatório, e a 


água limpa nele contida irá 


abastecer nosso lago-modelo.


2


3 3 3 3


Este café (previamente preparado), misturado com um litro de água, representará a poluição no lago. De agora em 


diante, sempre que mencionarmos poluente, em nosso experimento, estaremos nos referindo à mistura de café e água.


▸ ▸ ▸
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3  No vasilhame 1, que irá 


representar o lago-modelo, você deve 


colocar 9 copos (de 200 mL cada) de 


água límpida (utilize a água límpida 


do vasilhame 2).


4  Acrescente, também, no 


vasilhame 1, 1 copo (de 200 mL) de 


poluente ao lago-modelo. Misture 


Bem!


1
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Feito isto, teremos no vasilhame 1:


9 copos ou 1.800 mL de água límpida


1 copo ou 200 mL de poluente


2 litros de  


líquido
Vasilhame 1
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1  Remova 2 copos de água poluída 


do lago-modelo e descarte no balde, 


conforme a sequência ao lado:


2  Retire 2 copos de água límpida 


do vasilhame 2 e coloque no lago-


modelo (vasilhame 1), conforme a 


sequência abaixo:


1 1


1 1
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Agora que já representamos o lago-modelo com a descarga de poluente, vamos simular 


a sua despoluição? Para isto, vamos assumir a seguinte premissa:


Os organismos vivos do lago purificam 1


5 
(ou seja, 20%) da quantidade de poluente no 


lago, durante um período de 24 horas.


É claro que em nossa simulação não iremos esperar 24 horas para verificar o que ocor-


reu... Vamos acelerar o processo, através do seguinte procedimento:
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Primeiro retiramos dois copos 


e despejamos seus conteúdos 


no balde para descarte.


Depois substituímos a 


quantidade removida por dois 


copos de água limpa.


Vasilhame 1


  Atividade 1   A Matemática do lago


⼥⼥ Considerando que a mistura de água e café é perfei-


tamente homogênea, quantos mililitros de poluente foram 


retirados do lago-modelo neste procedimento?


a▹	40 mL


b▹	80 mL


c▹	100 mL


d▹	200 mL


⼦⼦ Depois de fazer isto, quantos mililitros de poluente 


ainda ficaram no lago-modelo?


a▹	200 mL


b▹	180 mL


c▹	160 mL


d▹	120 mL


e▹	nenhum


Com este procedimento, você está simulando a despoluição do lago em um período 


de 24h:


Agora que você já começou o experimento, criando um lago-modelo poluído e simu-


lando sua despoluição, que tal pensar em algumas questões matemáticas?


2. Simulando a despoluição de um lago...  19







Resposta comentada


As respostas das atividades acima são bem simples e você 


deve ter chegado a elas facilmente: as respostas corretas das 


atividades 1 e 2 são os itens (b) e (c), respectivamente.


Acreditamos que seus alunos também chegarão às res-


postas das atividades 1a e 1b acima sem maiores dificuldades.


Em caso de dúvidas na atividade 1a, relembre-os de que 


considerar a mistura homogênea significa que qualquer por-


ção de líquido no lago-modelo contém a mesma fração de 


poluente (representado aqui pelo café diluído em água). Esta 


fração é de 1


10
, pois inicialmente foram colocados no lago-


-modelo 1 copo de um total de 10 copos (os outros 9 conti-


nham água limpa). Em seguida, foram retirados do lago-mo-


delo 2 copos de líquido, o que corresponde a um volume de 


400 mL. Como a mistura é homogênea, esses 400 mL contêm 
1


10
 de poluente. Assim, foram retirados 40 mL de poluente.


Em caso de dúvidas na atividade 1b, explique que, se 


foram retirados 40 mL de poluente, ficaram no lago modelo 


200 mL – 40 mL = 160 mL de poluente.


Um alerta: Os alunos costumam ter problemas com 


frações (mesmo os do Ensino Médio), e vale a pena ob-


servar que:


㍟㍟ Quando retiramos 2 copos de água poluída do 


Vasilhame 1, retiramos 400 mL de um total de 2.000 


mL, isto é, retiramos 
400


2.000
 = 


1


5
 do volume total. 


Relembre também que 
1


5
 corresponde a 20% desta 


quantidade. Após a retirada, resta no Vasilhame 1:
1


2 000 2.000 2.000 40 1. 0
5


. 0 6 0− ⋅ = − =  mL.


㍟㍟ Quando acrescentamos 2 copos de água limpa ao 


Vasilhame 1, recuperamos a quantidade de líquido 


retirada:  
1


1.600 ·2.000 2.000
5


+ =  mL.


O que você acha que aconteceria se esse processo de despoluição seguisse seu curso?


Vamos descobrir?
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Retire mais 2 copos da água poluída 


e substitua-os por outros 2 de água 


límpida, conforme o procedimento 


ao lado.


1 1


▸


  Atividade 2   Calculando outra vez...


Calcule a quantidade de poluente restante no lago-modelo, após a segunda troca de água. Faça seus cálculos e anote o 


resultado no espaço a seguir.
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A água tornou-se límpida?


Quanto resta de poluente?


3. E o nosso processo de despoluição continua...


Em nosso primeiro experimento, observamos que, dos 200 mL de poluente inicialmente 


colocados no lago-modelo, restaram 160 mL, após a primeira troca.


Para continuarmos o processo, voltemos ao nosso lago-modelo.
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Resposta comentada


Um erro muito comum é afirmar que, depois desta 


segunda etapa, a quantidade de poluente restante será 


160 40 120− =  mL. No futuro, quando você for aplicar este 


experimento em sala de aula, observe este fato! 


Na verdade, o correto é 
1


5
 mL.


O erro aparece quando se pensa que a quantidade de 


poluente retirada em cada etapa é constante (igual a 40 mL). 


No entanto, é importante lembrar que a quantidade de po-


luente retirada é 1


5
 (ou 20%) da quantidade presente.


1  Retire, pela terceira vez, mais 2 


copos de água poluída do lago-


modelo e substitua-os por 2 copos de 


água límpida.


2  Repita este procedimento por 


mais duas vezes.


1 1
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4. E agora, o que se passa?


Até aqui, realizamos duas trocas sucessivas de água poluída por água límpida. Simu-


lamos, assim, o processo de despoluição natural que ocorreria ao longo de 2 períodos de 


24 horas (dois dias). Vamos dar sequência ao experimento e continuar com as trocas de 


água até completarmos o equivalente a 5 dias de ação despoluidora dos organismos vivos.
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Pronto! Até este momento, fizemos ao todo 5 trocas de água poluída por água límpida, 


em nosso lago-modelo.
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Lembre-se de que a cada troca 


(que representa 24 horas) 


retiramos 2 copos de água 


poluída (1 / 5 ou 20% do  


volume do lago)... 


... e os substituímos por 2 


copos de água límpida, de 


acordo com a nossa premissa.


Se fosse verdade que a cada troca a quantidade de poluente 


diminuísse de 40 mL, como na primeira troca, no final de 5 iterações, 


todo o poluente teria sumido, pois 200 40 40 40 40 40 0− − − − − = .


A água em nosso lago-modelo estaria completamente límpida. Ao 


realizar esta atividade em sala de aula, seus alunos poderão facilmente 


observar que ainda resta poluente na água do lago.


Depois de todas estas trocas, o que você observa? O lago-modelo encontra-se total-


mente límpido? 


Após 5 trocas sucessivas, você deve estar observando que o lago-modelo ainda não 


está despoluído.


Isso acontece porque, como já mencionamos, o que é constante em nosso experimento 


não é a quantidade de poluente retirada, e sim a razão desta quantidade com a quantidade 


total de poluente presente na mistura. 


Quando você for aplicar essa atividade em sala de aula, observe isto com seus alunos: 


a Matemática envolvida deve corresponder o mais fielmente possível ao que realmente 


acontece. Caso contrário, nossa simulação não serve para descrever corretamente o fenô-


meno em estudo.
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  Atividade 3   É sempre bom ouvir seu aluno...


Pense agora na seguinte questão:


Suponha que um aluno seu afirme, erroneamente, que o volume de poluente eliminado no 


experimento (e não a razão) é constante. Como já discutimos, este é um erro comum. Formule 


uma sequência de perguntas que o ajude a esclarecer este ponto e anote no espaço abaixo.


Resposta comentada


Diferentes perguntas podem ser feitas. O importante 


é que elas ajudem o próprio aluno a desconstruir a ideia 


errônea de que após 5 trocas o lago-modelo estará limpo.


A sequência de perguntas pode começar, por exemplo, 


com a observação do experimento após a 5ª troca, de forma 


que o aluno perceba que não aconteceu o que ele esperava. 


Seguem algumas sugestões:


㍟㍟ Quantas trocas de água poluída por água limpa você 


acha que serão necessárias para que o lago-modelo 


esteja despoluído?


㍟㍟ Vamos experimentar realizar estas trocas e verificar 


sua hipótese?


㍟㍟ Quantos mililitros de poluente foram eliminados na 


primeira troca?


㍟㍟ E quantos mililitros de água você adicionou?


㍟㍟ A quantidade de poluente no lago-modelo conti-


nuou a mesma depois da primeira troca? E de água?


㍟㍟ Será que, em um segundo momento, quando há 


mais água e menos poluente no lago-modelo, se 


você retirar 2 copos de água poluída do lago estará 


retirando a mesma quantidade de poluente que da 


primeira vez?


Essas são apenas algumas ideias. Talvez você tenha 


pensado em seguir outro caminho. Há várias possibilidades.
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  Janela Pedagógica    Matemática e ecologia


Professores de Matemática já vêm pensando em como trabalhar a questão am-


biental em suas aulas. Assim, usam esta Ciência para desenvolver o espírito crí-


tico em situações de nosso dia a dia.E você? Anda pensando nessas questões? 


Há um vídeo da TV Escola, da série Perspectivas, que aborda justamente a 


relação entre a Matemática e a Conservação Ambiental. É o episódio “Ecologia 


e variáveis matemáticas”, disponível no Portal do Professor do MEC, <http://


portaldoprofessor.mec.gov.br>, no link Domínio Público. Não deixe de visitar! 
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5. Simulação e hipóteses simplificadoras


Depois de realizar esse experimento, você consegue perceber a relação entre a Mate-


mática e os processos de recuperação e despoluição ambiental?


5. Simulação e hipóteses simplificadoras  25


Nesse experimento, estamos utilizando a Matemática para compreender como se dá a 


poluição de um lago, bem como de que forma os organismos vivos atuam para despoluí-


-lo. O experimento que realizamos é uma simulação desse problema.


Você acredita que existem diferenças entre a nossa simulação e o problema do mundo 


real? Ou seja, você considera que o processo de despoluição no ambiente natural equivale 


à simulação que fizemos em nosso lago-modelo? Certamente que não.


Uma simulação dificilmente irá 
refletir a realidade fielmente.
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No ambiente natural, existem diversas variáveis que não podemos prever ou controlar. 


Por exemplo, as diferenças entre as propriedades químicas e físicas do lago poluído e do 


poluente em relação à água e ao café, utilizados em nosso modelo, ou mesmo a ausência 


de seres vivos no lago-modelo.


Em nossa simulação, estamos trabalhando com hipóteses simplificadoras. Estas hipó-


teses buscam substituir as relações complexas que ocorrem no problema real por outras 


mais simples, que aproximam a situação real.


Ao realizar nossa simulação, estamos levando em conta pelo menos quatro hipóteses 


simplificadoras:


1. A poluição pode ser eliminada naturalmente pelo lago.


 Isto é, a quantidade de poluição está abaixo da dose que 


pode ser eliminada pela ação de organismos, como algas e 


bactérias, presentes no ambiente. No momento que retiramos 


os copos de água poluída, estamos simulando a ação desses 


seres no nosso lago-modelo.


2. A concentração de poluente na água é homogênea.


Isto é, em um determinado instante de tempo, e em qual-


quer parte do lago, a razão entre o volume de poluente e o 


volume total de água na parte tomada é a mesma. Por isso, 


agitamos bem a mistura inicial (água + café diluído) de nosso 


experimento. 


3. A taxa de despoluição é constante em relação ao tempo.


Isto quer dizer que em qualquer instante, durante o pro-


cesso de despoluição, a razão entre o volume de poluente 


eliminado e o volume total de poluente no lago é a mesma. 


Isto não significa que o volume de poluente eliminado em cada 


etapa seja constante.


Como vimos, o que é constante é a sua razão em relação ao 


volume total de água. No nosso caso, de acordo com a premissa do nosso experimento, a 


cada 24 horas, 1


5
 (ou seja 20%) da quantidade de poluente no lago é purificada. 


4. A despoluição ocorre em períodos discretos de tempo. 


Em um lago real, os organismos trabalham continuamente 


na despoluição, e isto faz com que a quantidade de poluente 


mude de instante para instante. Em nossa simulação, estamos 


supondo que o poluente permaneça constante entre duas 


sucessivas trocas. Assim, a despoluição ocorre somente 
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  Janela Pedagógica    Vale uma reflexão...


Aprecie a reflexão do professor Izaias Resplandes (Mato Grosso). 


“Acreditar na utilidade prática do que ensinamos é realmente muito impor-


tante e, com certeza, é uma tarefa muito difícil. Estou com mais de 50 anos. 


Confesso que nunca usei a maior parte dos conhecimentos matemáticos 


que ensino. Todavia, sei que máquinas não seriam inventadas (...) e tantas 


outras inovações tecnológicas não seriam possíveis sem a utilização do cál-


culo avançado. Na verdade, nós precisamos de matemáticos-cientistas, que 


inventem novas formas de fazer e de encontrar respostas para atender às 


nossas necessidades de coisas novas. E jamais teremos esses pesquisadores 


especialistas, se não construirmos a base de cálculo na formação de nossos 


jovens. (...) Sei que a explicação passa por aí, mas não é fácil nos convencer-


mos disso e muito mais difícil ainda é convencer nossos alunos. Mas acho 


que se nós somos professores, é porque somos capazes de ver mais longe 


do que eles.”


Você já pensou sobre isso?
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quando fazemos a troca de líquido poluído por água limpa.


Como dissemos, estas quatro hipóteses podem não se verificar em situações reais, mas 


as consideramos como verdadeiras para que as atividades sejam compatíveis com a Ma-


temática do Ensino Médio. Cabe salientar que seria possível construir simulações com hi-


póteses mais sofisticadas. No entanto, isto exigiria técnicas matemáticas mais elaboradas.


Você acha que, com essas hipóteses mais simples, é possível usar os conhecimentos 


matemáticos do ensino médio para entender, descrever e resolver um problema ou uma 


simulação de um problema do mundo real?


6. Modelagem matemática
Na escola, na maior parte do tempo, apresentamos para nossos alunos a Matemática 


como uma linguagem distante da realidade, utilizada apenas para a comprovação de te-


orias prontas, sem ao menos oferecer ao estudante a oportunidade da descoberta ou da 


redescoberta. Porém, a linguagem matemática pode ajudar a compreender muitos aspectos 


do mundo real. 


6. Modelagem matemática  27







Uma das principais metas deste experimento é enfatizar para você, professor, de que 


maneira a Matemática pode ser usada para compreender, explicar, descrever e predizer 


aspectos do mundo real. A linguagem matemática é aplicada em diversos problemas que 


enfrentamos no nosso cotidiano. Pesquisadores, médicos, engenheiros, economistas, 


entre outros profissionais, estão sempre lidando com ela.Esperamos que seus alunos se 


apercebam disso e sejam capazes de descrever e analisar alguns fenômenos reais, utilizan-


do a Matemática. Isto, é claro, requer que eles aprendam conceitos matemáticos novos e 


que fortaleçam seu embasamento teórico ao longo do caminho. 


Vamos pensar como ferramentas matemáticas nos ajudam a resolver o problema de um 


lago poluído? Para isto vamos colocar o foco de nosso interesse na modelagem matemática 


do processo de despoluição.


6.1 As diferentes etapas da modelagem matemática


A modelagem matemática é um processo dinâmico no qual queremos estudar um 


problema real, utilizando ferramentas matemáticas adequadas. A análise de um modelo 


matemático permite-nos entender melhor o comportamento de um fenômeno no presente 


e, sobretudo, prever o que poderá acontecer no futuro (às vezes, por um período grande 


de tempo).


Para fins didáticos, a modelagem matemática pode ser divida nas seguintes etapas:


Etapa 2
Construção 
do modelo 


matemático


Etapa 4
Validação 
do modelo 


matemático


Etapa 1
Compreensão 


do problema do 
mundo real


Etapa 3
Resolução 
do modelo 


matemático


Modelagem
Matemática


Etapa 2
Construção 
do modelo 


matemático


Etapa 4
Validação 
do modelo 


matemático


Etapa 1
Compreensão 


do problema do 
mundo real


Etapa 3
Resolução 
do modelo 


matemático


Modelagem
Matemática


Vamos compreender o que ocorre em cada uma destas etapas?
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Um modelo matemático surge sempre da tentativa de se resolver um problema do 


mundo real. Os problemas são, em geral, descritos por palavras e, muito raramente, 


nas descrições aparecem fórmulas ou equações matemáticas.


Para entender o problema, precisamos investigar, analisar dados, experimentar e, se 


necessário, conversar com especialistas (às vezes, de diversas áreas). A partir daí, podemos 


ter clareza dos tipos de resposta que devemos buscar, das dificuldades que encontraremos 


e, principalmente, de quais são os dados e variáveis relevantes para solucionar o problema 


em questão.


Em seguida, através de um processo de abstração – muitas vezes baseado em analogias 


– formulamos uma primeira representação para o problema. Esta representação é um 


recorte da realidade, e é proposta levando-se em consideração as leis (físicas, químicas, 


biológicas, etc.) que governam os fenômenos envolvidos no problema.


Já nesta etapa, ocorrem muitas simplificações da realidade (escolha de variáveis rele-


vantes, adequação a teorias já conhecidas, etc.). Estas simplificações devem ser explicitadas 


por hipóteses simplificadoras.


Em continuação, devemos traduzir para a linguagem matemática tais representações 


previamente elaboradas. Assim, o modelo passa a ser formado por equações, fórmulas e 


proposições passíveis de tratamento por métodos dedutivos. 


Para resolver as equações que aparecem no modelo matemático, há uma grande 


variedade de técnicas de resolução, dentre as quais se destacam as algébricas e as 


geométricas. 


Na escola, mesmo sem estarem vinculadas à modelagem matemática, estas técnicas 


são construídas ao longo dos anos, durante toda a vida escolar do estudante.


Este processo consiste na comparação entre a solução obtida e os dados reais. Para tan-


to, devemos fazer um procedimento de avaliação em que os dados obtidos por meios 


teóricos são confrontados com os dados da realidade. 


Esta etapa é importante para garantir que as hipóteses simplificadoras, feitas na 


construção do modelo matemático, não o tenham tornado muito distante do problema 


real. Caso contrário, os resultados fornecidos por este modelo teriam pouca ou nenhuma 


relação com o problema observado empiricamente. O modelo é, então, validado (caso 


haja uma boa correspondência entre o problema real e a solução teórica) ou não (neste 


caso, um novo modelo mais fiel pode ser proposto, com hipóteses menos simplificadoras).


Vale lembrar ainda que a modelagem matemática é um processo dinâmico em que o 


ETAPA 1   


Compreensão do problema
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ETAPA 2   


Construção do modelo matemático
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ETAPA 3   


A resolução do modelo matemático
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ETAPA 4   


A validação do modelo matemático
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  Janela Pedagógica    Modelagem matemática na escola: você já pensou sobre isso?


As atividades de modelagem matemática não são novidades. Apesar disto, 


elas têm sido severamente negligenciadas na formação científica de nossos 


jovens. 


Nosso experimento tem como um de seus principais objetivos mostrar que 


as várias etapas do processo de modelagem matemática podem fornecer 


aos alunos uma visão dos contextos matemáticos aos quais estão ligadas 


certas equações e técnicas que, tradicionalmente, são abordadas de forma 


isolada. 


Além disso, o trabalho com modelagem matemática oferece oportunida-


des interessantes para trabalhos interdisciplinares (com a Biologia, com 


a Geografia e com outras disciplinas), pois propicia situações em que a 


contextualização de conceitos matemáticos em relação a outras áreas do 


conhecimento coloca-se naturalmente. Sa
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entendimento de um modelo serve para a proposição de um novo modelo, mais completo 


e mais fiel à realidade.


Na verdade, um modelo matemático tem um único fim: ser estudado para ser aban-


donado e substituído por outro melhor, mais elaborado.


O processo de modelagem matemática pode ser representado pelo esquema a seguir:


Compreensão  


do problema


Modelo 
matemático


Problema do 
mundo real


Solução


Validação
Técnicas de 
resolução


Hipóteses
simplificadoras


Seleção dos  
componentes relevantes
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Dia 1: Iniciamos o experimento adicionando 200 


mL de poluente a um recipiente, contendo 1.800 


mL de água limpa, simulando assim a poluição de 


um lago natural;


Dia 2: Após 24 horas, a ação de bactérias purifica 


a quantidade de poluente em 1


5
 (restam ainda 4


5
 de 


poluente no lago-modelo). Simulamos essa situa-


ção ao retirarmos 2 copos de “água poluída” do 


recipiente (nosso lago-modelo), substituindo-os 


por 2 copos de água limpa;


Dia 3: Essa taxa de purificação mantém-se cons-


tante a cada 24 horas, e, novamente, a quantidade 


de poluente após a ação das bactérias é purificada 


em 1


5
 . Simulamos essa situação outra vez, substi-


tuindo 2 copos de “água poluída” por 2 copos de 


água limpa, em nosso lago-modelo.


Purificação 
de 1/5 da 


quantidade de 
poluente


Purificação 
de 1/5 da 


quantidade de 
poluente


Ação de 
organismos vivos


24 horas


Ação de 
organismos vivos


24 horas


200 mL
poluente


160 mL
poluente


128 mL
poluente


1 2 3
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Pretendemos apresentar, neste experimento, todo o processo envolvido na modelagem 


da despoluição de um lago e sugerir alternativas de trabalho em sala de aula que possam 


efetivamente revelar ao estudante o poder das teorias matemáticas que ele estuda, a fim 


de entender o mundo em que vive.


Vamos então formular o modelo matemático do nosso experimento?


7. Explorando a matemática da simulação


Até agora, você já realizou um experimento que simulou 5 dias de um processo de 


despoluição natural de um lago. Também aprendeu um pouco sobre o que significa mo-


delagem matemática. Agora vamos reunir todas essas ideias e conceitos para dar mais um 


passo em nosso experimento. 


Mas, antes disso, vamos retomar o passo a passo do processo de purificação da água do 


lago, pelos organismos vivos que ali habitam, e como estamos tentando reproduzi-lo em 


nosso lago-modelo. A seguir, relembramos a sequência dos 3 primeiros dias (3 primeiras 


etapas) de trabalho:
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A partir dessas considerações, vamos retornar ao nosso desafio, fazendo a Atividade 4.


Vamos utilizar ferramentas matemáticas para compreender precisamente o que acon-


teceu?


Recorde que, no experimento, ao substituir uma parte da água poluída (2 copos) pela 


mesma quantidade de água limpa, simulamos uma situação em que a taxa de purificação 


da água por organismos vivos é sempre a mesma, ou seja, 1


5
 a cada período de 24 horas.


E se continuássemos o experimento indefinidamente? O que você acha que iria acon-


tecer?


Para prever o futuro e entender o que iria acontecer, precisamos construir nosso mo-


delo. Então vamos lá!


Suponhamos que n represente o n-ésimo período de 24 horas considerado e que ( )a n  


represente a quantidade de poluente em nosso lago-modelo (o recipiente 1) após o perí-


odo de 24 horas. Deste modo, 


(1) 200a =  mL


Considere que nenhuma troca é realizada antes do final do primeiro período de 24 


horas.


Já calculamos anteriormente a quantidade de poluente que resta após a primeira tro-


ca de água. Esta quantidade é igual à quantidade de poluente inicial menos a quantidade 


retirada, que corresponde a 
1


5
 da quantidade inicial. Isto é:


1
(2) 200 ·200 160


5
a = − =  mL


Da mesma forma, temos:


1
(3) 160 ·160 128


5
a = − =  mL


Ou seja, para determinar a quantidade restante de poluente, após a segunda troca, 


devemos subtrair, dos 160 mL que restaram na etapa anterior, 1


5
 desta mesma quantidade. 


32  Módulo I  - Modelo de Despoluição  ▷  Ciclo I







  Janela Pedagógica    O uso de tabelas no ensino de Matemática


Vivemos na sociedade do conhecimento, onde o acesso à informação está 


cada vez mais fácil. A todo instante, somos bombardeados por informações 


através dos meios de comunicação: jornais, revistas, televisões e sítios da 


Internet. Dentre os diferentes recursos visuais, utilizados para a apresen-


tação das informações, encontramos o uso da língua materna associado a 


imagens, gráficos e tabelas. O que outrora era utilizado apenas na Matemá-


tica e nas Ciências, hoje faz parte do nosso cotidiano.


Como professores de Matemática, temos um importante papel: devemos es-


tar atentos para a necessidade de desenvolver um outro tipo de leitura para 


que os estudantes tenham uma compreensão mais profunda da realidade. 


Nesse contexto, uma questão fundamental é o ensino-aprendizagem da 


construção e interpretação de tabelas. 


É preciso reconhecer que a Matemática estimula o desenvolvimento de 


diversas habilidades de pensamento, como a leitura, a escrita e a interpreta-


ção da realidade. Estas habilidades são importantes para que os estudantes 


possam lidar de forma crítica com seu cotidiano.


Em situações reais, o uso de tabelas surge como uma possibilidade 


interessante de registro e organização. Isto porque as tabelas apresentam 


um grande número de informações/dados de forma resumida, facilitando a 


comparação entre os mesmos. A disposição dos dados em linhas e colunas, 


ordenadamente, permite análises simplificadas e generalizações que dão 


origem a leis e a análises mais profundas.


As orientações curriculares para o Ensino Médio defendem a utilização de 


atividades contextualizadas e relacionadas a conhecimentos significativos, 


como um caminho para atender a um novo paradigma social. No trabalho 


contextualizado, para se chegar a uma generalização é importante que se 


façam leituras e registros diferenciados, capazes de auxiliar a análise dos 


dados. Assim, o uso de tabelas pode atender a essa demanda e pode ser 


fundamental para um trabalho contextualizado.


  Atividade 4   Organizando dados


Organize os dados na tabela abaixo, calculando a quanti-


dade de poluente restante em cada período de 24 horas até 


o 5º dia de nosso experimento.


Períodos de 24 horas ( )n
Quantidade de poluente 


no recipiente ( ( ))a n


1º período 1n = (1)a =


2º período 2n = (2)a =


3º período 3n = (3)a =


4º período 4n = (4)a =


5º período 5n = (5)a =


... ... ...


n-ésimo período n ( )a n =


Resposta comentada


Se você teve dúvidas ao preencher a tabela, não se preo-


cupe. Iremos encontrar as respostas no texto a seguir.
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Vamos continuar pensando matematicamente, para entender melhor a questão pro-


posta na atividade anterior?


8. Construindo nosso modelo...


Em nossa última atividade, calculamos a quantidade restante de poluente em nosso 


lago-modelo, após cada troca de água. Agora precisamos dar um passo adiante e passar 


à etapa de modelar, matematicamente, esse fenômeno.


A primeira coisa que precisamos compreender é de que forma varia a quantidade de 


poluente restante no lago-modelo em função do tempo. Será que é possível identificar 


algum padrão nos dados obtidos? Será que podemos descrever esse padrão por meio de 


fórmulas matemáticas?


Para descrever um padrão acerca da relação entre a quantidade de poluente existente 


na água em dois períodos consecutivos de tempo, podemos utilizar uma equação, deno-


minada equação recursiva.


No exemplo em que estamos trabalhando, a quantidade inicial de poluente (1)a  é igual 


a 200 mL. Para simularmos a quantidade de poluente restante no período seguinte, ou 


seja, após 24 horas, bastou que calculássemos 1


5
 do valor inicial e, em seguida, subtraísse-


mos de 200 mL:


1


5
 de 200 = 40 


1 1 4
200 200 1 200 200 160


5 5
· ·


5
·  − = − = = 


 
 mL


Ou seja, como a taxa de 1


5
 de purificação da água permanece constante, a cada 24 


horas, a ação dos organismos vivos em um lago faz com que reste, sempre, 4


5
 da quanti-


dade de poluente que havia antes 160 4
5200( )= .


Assim, se observarmos a sequência inicial de resultados, podemos estabelecer a relação 


existente entre a quantidade de poluente na água, em um determinado período ( )a n , e 


a quantidade restante no período seguinte ( 1)a n+ , após a ação das bactérias (em nossa 


simulação, após a substituição da água):
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Em Matemática, recursão é 
um processo em que se defi-
ne um objeto de uma classe 
usando objetos previamente 
definidos desta mesma classe.
Uma equação recursiva é 
aquela que relaciona um ter-
mo de uma sequência em um 
determinado estágio com ter-
mos desta mesma sequência 
em estágios anteriores. Assim, 
é necessário o conhecimento 
do primeiro termo (ou primei-
ros termos) da sequência para 
sua completa determinação.
Um dos exemplos mais co-
muns é a definição recursiva 
do fatorial. 


0! 1=
! ·( 1)!n n n= − , se 1n ≥
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1
(2) (1) (1) (1) 160


5 5
1


(3) (2) (2) (2) 128
5 5
1


(4)


(1) 200


4


4


4


4


(3) (3) (3) 102,4
5 5
1


(5) (4) (4) (4) 81,92
5 5


a a a a


a a a a


a a a a


a a a


a


a


= − = =



 =




 = − = =


= −










= =


= − = =


1 4
( ) ( ), 1,2,3, 4,5,


5 5
( 1) ( )a n a n a n na n+ = − = = …


Isto nos permite calcular a quantidade de poluente restante na água em um dado 


período de tempo, desde que saibamos o quanto havia de poluente no período anterior. 


Observamos que a quantidade inicial de poluente (1)a  deve ser conhecida, senão seria 


impossível iniciar o processo.


Vejamos como estes dados podem ser organizados na tabela abaixo e verifique se 


corresponde ao que você fez na atividade 4.


Períodos de 24 horas ( )n Quantidade de poluente no recipiente ( ( ))a n


1º período 1n = 200


2º período 2n =
1


200 ·200 160
5


− =


3º período 3n =
1


160 ·160 128
5


− =


4º período 4n =
1


128 ·128 102,4
5


− =


5º período 5n =
1


102,4 ·102,4 81,92
5


− =


6º período 6n =
1


81,92 ·81,92 65,536
5


− =


Continua...
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  Atividade 5   Quando, afinal, o lago estará despoluído?


O lago ficará totalmente isento de poluição em algum momento? Reflita sobre a resposta desta questão, com base nos 


dados da tabela acima. 


Resposta comentada


No nosso modelo de despoluição, observa-se que a quantidade de poluente, após um grande número de sucessivas trocas, 


tende a zero. Uma melhor compreensão deste fenômeno será explorada no Ciclo 2, quando explorarmos detalhadamente o 


modelo matemático associado à nossa simulação de despoluição. 
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Períodos de 24 horas ( )n Quantidade de poluente no recipiente ( ( ))a n


7º período 7n =
1


65,536 ·65,536 52,4288
5


− =


8º período 8n =
1


52,4288 ·52,4288 41,94304
5


− =


9º período 9n =
1


41,94304 ·41,94304 33,554432
5


− =


10º período 10n =
1


33,554432 ·33,554432 26,8435456
5


− =


... ... ...


n-ésimo 
período


n
1


( ) ( ) · ( )
5


a n a n a n= −
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Conclusão


Atualmente, estamos vivendo um processo de rever e renovar o ensino da Matemática 


no Ensino Médio da Educação Básica. Diversas orientações curriculares entraram em circu-


lação nos últimos anos, com o objetivo de atender a essa demanda.


Ensinar a Matemática de forma descontextualizada, trabalhando exclusivamente a 


partir de fórmulas e equações é uma prática que, quase sempre, não faz o menor sentido 


para os estudantes, não atende nem às necessidades dos alunos nem à legislação em vigor.


Mas o ensino contextualizado da Matemática, ao contrário do que muitos podem 


pensar, não é nada trivial. Não adianta utilizar exemplos de situações do dia a dia dos es-


tudantes para fazer cálculos que esgotam seus objetivos em si mesmos, muito menos para 


atender às necessidades das outras ciências. Trabalhar conceitos matemáticos de forma 


contextualizada exige a visão aguçada do especialista para compreender os processos de 


conceituação que estão sendo desenvolvidos em cada etapa do processo.


Assim, a contextualização é um grande desafio, que deve ser enfrentado por professo-


res que querem, de fato, promover a aprendizagem em suas salas de aula. Nesse contexto, 


a modelagem matemática aparece como uma ferramenta que pode e deve ser mais bem 


explorada no ensino da Matemática do Ensino Médio.


Além de permitir a realização de uma abordagem contextualizada de conceitos mate-


máticos, auxiliando no desenvolvimento de trabalhos interdisciplinares com outras disci-


plinas, como a Biologia e a Geografia, por exemplo, a modelagem permite a construção 


de conceitos matemáticos complexos, desenvolvendo as habilidades e os processos de 


significação outrora ignorados. Este tipo de trabalho é imprescindível para que eles possam 


construir uma visão crítica e ampla do mundo em que vivem.


Resumo


▹▹ A modelagem matemática é uma metodologia para realizar um trabalho contextuali-


zado e abordar diversos conceitos matemáticos no Ensino Médio da Educação Básica.


▹▹ O processo de modelagem matemática possibilita o estudo de problemas reais, por 


meio da utilização de ferramentas matemáticas adequadas, e pode ser divido em 


quatro etapas:


Etapa 1: Compreensão do problema;


Etapa 2: Construção do modelo matemático;


Etapa 3: A resolução do modelo matemático;


Etapa 4: A validação do modelo matemático.


▹▹ Para estudar um problema real e construir um modelo matemático, existem inicial-


mente duas importantes possibilidades: estudar esse problema diretamente, cole-


tando dados em campo e analisando-os, ou por meio de simulações do problema. 


▹▹ As simulações são ótimas ferramentas para o Ensino da Matemática, uma vez que a 
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coleta de dados em campo pode ser muito complexa.


▹▹ A simulação é uma técnica de modelagem, utilizada para entender o comporta-


mento de um sistema complexo. Por meio de uma simulação, representamos ape-


nas as características essenciais deste sistema, utilizando para isso simplificações e 


analogias.


▹▹ Uma simulação pode ser feita com a realização de experimentos que buscam repre-


sentar aspectos da realidade ou de um determinado fenômeno. 


▹▹ A construção de modelos matemáticos envolve recortes e simplificações.


▹▹ As simplificações se dão através da elaboração de hipóteses simplificadoras. No caso 


do nosso experimento, as hipóteses foram:


1.	a poluição pode ser eliminada naturalmente pelo lago;


2.	a concentração de poluente na água é homogênea; 


3.	a taxa de despoluição é constante em relação ao tempo; 


4.	a despoluição ocorre em períodos discretos de tempo.


▹▹ O modelo que construímos nos leva a uma equação recursiva: 
1 4


( 1) ( ) ( ) ( ), 1,2,3, 4,5...
5 5


a n a n a n a n n+ = − = =


▹▹ Em Matemática, recursão é um processo que define um objeto de uma classe usando 


objetos previamente definidos desta mesma classe. Assim, uma equação recursiva 


é aquela que relaciona um termo de uma sequência em um determinado estágio 


com termos desta mesma sequência em estágios anteriores. Assim, é necessário o 


conhecimento do primeiro (ou primeiros) termo da sequência para sua completa 


determinação.
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Ciclo II 


Modelo de Despoluição


No Ciclo 1 você percebeu como a matemática está inserida no 
cotidiano e como ela pode nos ajudar a solucionar questões 
ambientais. Neste ciclo, iremos aprofundar os estudos de como 
os conceitos matemáticos auxiliam na análise e compreensão 
de um fenômeno real e ampliar o modelo já construído.


Para começar, reflita sobre as seguintes questões:


▹▹ É possível fazer previsões e antecipações de situações de 
impacto ambiental a partir do modelo de despoluição que 
construímos?


▹▹ Quais são as principais técnicas e resultados matemáticos 
que podem nos ajudar a formular soluções para 
problemas ambientais? 


▹▹ Como a exploração da modelagem matemática pode 
enriquecer o seu trabalho como professor na empreitada 
de ensinar matemática?


▹▹ Você acha que um entendimento mais aprofundado do 
modelo matemático pode ajudar os alunos do Ensino 
Médio a ampliarem seus conhecimentos sobre equações, 
dados e gráficos?


Sv
ile


n 
M


ile
v 


 / 
 S


XC











D
om


ph
ot


o’
s 


 / 
 S


XC


Jo
hn


 B
oy


er
  /


  S
XC


Ca
rlo


s 
Pa


es
  /


  S
XC


Sh
er


ry
l W


il 
 / 


 S
XC


1. Introdução


Despoluição do rio Tietê...


Em fevereiro de 2009 foi veiculada uma notícia sobre o rio Tietê que dizia que pelo 


menos até 2018 sua despoluição, no trecho urbano da capital e grande São Paulo, conti-


nuaria no sonho dos paulistanos e na promessa das autoridades.


Você sabia que o processo de despoluição deste rio foi iniciado em 1991?


Pois é... já se passaram tantos anos! Mas não foi tempo suficiente...O Tietê está prestes 


a entrar na terceira fase de obras, retomando a meta de descontaminação, que hoje está 


fora de cogitação, por pelo menos mais 8 anos.


Mas por que será que isto acontece?


Apesar dos pesados investimentos que já foram feitos, o programa não avançou tanto 


quanto seus idealizadores esperavam. Isto porque ainda há um grande volume de esgoto 


irregular sendo despejado todos os dias no rio. 


Mas, e se este despejo parasse? Será que até 2018 o problema do rio Tietê estaria 


resolvido? 


A partir de que momento o rio estaria finalmente despoluído? 


Será que é possível fazer esta previsão?


Neste Ciclo, que dá continuidade ao nosso desafio, esperamos que você, através da 


modelagem matemática, seja capaz de entender e prever o que pode acontecer com o 


nosso lago poluído. Além disso, esperamos que você possa inferir sobre outros ambientes 


de água doce, como o rio Tietê, por exemplo.
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▸ ▸


▸ ▸


Poluição do lago Início do processo de despoluição


Continuando o processo de despoluição
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Quando o lago estará despoluído afinal?


2. Quando, afinal, nosso lago ficará limpo?


No Ciclo anterior de nosso experimento realizamos a simulação de um lago poluído e 


modelamos seu processo de despoluição. De forma bem resumida, essa simulação pode 


ser representada no esquema a seguir:
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  Atividade 1   Quanto tempo se passará  


até o lago estar limpo?


Vamos admitir que, em nosso experimento, o lago estará 


despoluído quando a quantidade de poluente for inferior a 


40 mL. Ou seja, nossa hipótese de trabalho é que, com a 


concentração de poluente menor que 40 mL, o lago estará 


despoluído. (Atenção: nesse caso o valor de 40 mL é uma 


escolha arbitrária. Isto é, poderíamos escolher outro valor 


qualquer, maior ou menor, como referência de despoluição 


aceitável. Essa escolha depende do grau de despoluição que 


desejamos atingir. Como neste caso nosso objetivo é pura-


mente pedagógico, fixamos o valor de 40 mL).


A partir dos resultados obtidos ao longo do primeiro 


Ciclo, quantos dias, no mínimo, deverão se passar para que 


esse patamar seja atingido? 


a▹	1 dia 


b▹	7 dias


c▹	8 dias


d▹	9 dias


e▹	10 dias


Resposta comentada


A solução desta atividade pode ser obtida facilmente 


pela consulta à tabela já construída no Ciclo 1. Volte lá e dê 


uma olhada nos dados! Você vai rapidamente descobrir a 


resposta. Mas perceba que isso só é possível porque o nível 


aceitável (40 mL) está no intervalo de resultados que estão 


organizados na tabela.


Repare que, para obtermos os dados da tabela, foi ne-


cessário calcular a quantidade de poluente restante na água, 


período por período.


E se o nível aceitável fosse muito menor que 40 mL? 


Teríamos que ir calculando dia a dia até chegarmos ao valor 


desejado?


Esta pergunta será respondida muito em breve... Aguarde!
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Nesta simulação, a partir de uma dose inicial de poluição, efetuamos sucessivas trocas 


representando a ação de microrganismos despoluidores. Obtivemos o seguinte modelo 


matemático para este processo:


(1) 200a =  mL


4
( 1) ( )


5
a n a n+ =


E vimos, experimentalmente, nosso lago se tornar cada vez mais limpo. Mas... 


... nossos registros no Ciclo 1 indicam que, embora a ação de organismos vivos reduza 


a poluição de um lago, a quantidade de poluente nunca chegará a zero. 


Entretanto, assim como ocorre em diversos ambientes naturais, podemos considerar 


que o lago estará despoluído quando a quantidade de poluente for inferior a um certo 


nível aceitável e preestabelecido. 


Será que podemos descobrir quando nosso lago estará despoluído?
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Compreensão do problema
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Problema do mundo real


Modelo matemáticoSimulação


Solução


Validação


•	Previsão do  
processo


•	Verificação das 
restrições das hipóteses 
simplificadoras


•	Progressão 
geométrica


•	Logaritmo


•	Análise gráfica


Técnicas de resolução


Hipóteses
simplificadoras
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1 4
( 1) ( ) ( ) ( )


5 5
a n a n a n a n+ = − =


1,2,3,4,5...n =
(1) 200 mLa =▸


Você concorda que o processo de calcular a quantidade de poluente em cada período 


de tempo poderia se tornar muito trabalhoso e cansativo se o nível aceitável de poluente 


fosse muito pequeno?


Será que, neste caso, existiria uma maneira mais simples de encontrar o tempo neces-


sário para que o lago seja considerado despoluído?


Para respondermos a essas perguntas precisaremos passar por novas etapas do pro-


cesso de modelagem matemática. Mas... antes de chegarmos nessas novas etapas, vamos 


retomar o que já fizemos no Ciclo 1?


3. Recapitulando...
Confira abaixo o que foi feito e o que ainda falta para completarmos nosso processo 


de modelagem matemática:


Representação da disputa entre um 


abacista versus um algorista ilustrada 


por Gregor Reisch na sua obra 


“Margarita Philosophica” de 1504.
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Observando o esquema anterior, e retomando os experimentos e as atividades rea-


lizadas no Ciclo 1, você deve lembrar que passou por duas das etapas do processo de 


modelagem matemática: 


Etapa 1: Compreensão do Problema


Etapa 2: Construção do Modelo Matemático


Assim, está faltando passarmos por duas etapas importantes! Você se lembra de que 


etapas são essas?


Uma delas é a etapa da Resolução do Modelo Matemáti-


co, quando resolvemos as equações que aparecem no modelo 


usando conhecimentos teóricos que envolvem técnicas algébri-


cas e geométricas.


Em seguida, passaremos à etapa de Validação do Modelo. 


Nesta etapa avaliaremos nosso modelo e poderemos perceber 


se ele permite ou não fazer previsões acerca do que poderá 


acontecer no lago poluído com o passar do tempo. 


Vamos por partes!


Conforme dissemos no Ciclo 1, ao trabalhar com 


os alunos é bom ter sempre em mente o fato de 


que a modelagem matemática de um problema 


real é um processo dinâmico e que a etapa de 


validação não a encerra. Muito pelo contrário! 


Ao validar um modelo, estamos em condições de 


propor e apresentar variações e aprimoramentos 


do modelo inicialmente proposto. Além disso, estamos em condições de testar o 


comportamento do modelo quando submetido a mudanças de hipóteses e parâmetros.


Desse modo, o modelo inicial ou anterior é apenas uma etapa para 


a construção de um novo, mais complexo, com menos hipóteses 


simplificadoras e, assim, mais fiel à realidade que estamos modelando. 


O processo funciona como uma espiral: após a validação, partimos 


para a primeira etapa de um novo modelo, e assim por diante.
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Significa que utilizaremos técnicas matemáticas 


para explicitar a concentração de poluente ( )a n  em 


função do período de tempo n e não em função da 


concentração em estágios anteriores, como o que 


ocorreu com a equação recursiva do Ciclo 1.


4. Resolvendo o modelo matemático...


Vamos voltar à pergunta:


Existiria uma maneira mais simples de encontrar o tempo necessário para que o lago 


seja considerado despoluído?


Para respondê-la...


... precisamos de algumas explorações matemáticas! 


Com essas explorações iremos obter uma formulação fechada para o modelo que 


construímos até agora.


Você sabe o que isso significa?
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  Saiba Mais    Onde mais aparece a equação recursiva?


Você sabia que a equação recursiva 
4


( 1) ( )
5


a n a n+ =  aparece também em outros estudos matemáti-


cos? Vejamos um exemplo usado para a construção de um fractal:


Começamos com um quadrado (tracejado) dividido em 25 quadradinhos menores. Suponha que cada quadra-


dinho tenha 10 cm2 de área. Retirando-se os quatro quadradinhos das pontas e o quadrado central, ficamos 


com a figura em forma de cruz (em preto), com um buraco no meio:
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A expressão “fórmula fechada” está sendo usada neste desafio para descrever uma 


equação que relaciona diretamente a variável dependente (a quantidade de poluente, 


( )a n ) com a variável independente (o tempo, n). Ela também poderia ser chamada de 


“fórmula explícita”.


Esta expressão não é de uso comum na Matemática, e está sendo 


usada aqui para se contrapor à equação recursiva, que de algum 


modo pode ser considerada “aberta”. A equação recursiva pode ser 


considerada “aberta” porque é preciso um valor inicial para que os 


demais valores fiquem determinados. No nosso caso, esse valor é (1)a , 


e todos os outros valores da sequência dependem dele.


Além da formulação fechada, apresentaremos diferentes representações gráficas do 


modelo. Nosso objetivo é abordar os seguintes conceitos matemáticos:


▹▹ Progressão geométrica 


▹▹ Função exponencial 


▹▹ Logaritmo


▹▹ Noção intuitiva de limite


4.1 Construção da fórmula fechada


Para construirmos nossa fórmula fechada, partiremos da equação recursiva obtida no 


Ciclo 1:


1 4
( 1) ( ) ( ) ( )


5 5
a n a n a n a n+ = − = ,


1,2,3,4,5...n =
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Couve-flor Romanesco ou Brócoli 


Romanesco, do gênero  


Brássica Olerácea, exemplo de 


recursividade ou repetitividade 


presente na natureza.
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Esta será nossa figura inicial, a qual chamaremos de (1)A . A área de (1)A  é 200 cm2, pois ela é formada por 


20 quadradinhos de 10 cm2 de área. Em cada um dos quadradinhos pretos de (1)A  fazemos o mesmo processo 


de retirada, isto é, dividimos em 25 quadrados menores e excluímos os quatro das pontas e o central. Com isto, 


obtemos a figura (2)A , desenhada a seguir:


Qual é a área de (2)A ? Foi retirado de cada quadrado preto de (1)A  1/5 de sua área, restando, portanto 4/5 da 


área de (1)A . Logo, a área de (2)A  é 
4


·200 160
5


=  cm2. Continuamos o processo, retirando agora de cada pequeno 


quadradinho de (2)A  seus cantos e seu centro. Chamaremos de (3)A  a figura que resta após essa retirada. A área 


de (3)A  é igual a 4/5 da área de (2)A , ou seja 
4


5
=  cm2.


48  Módulo I  - Modelo de Despoluição  ▷  Ciclo II







Os números obtidos (200, 160 e 128) são familiares, não são?


Se repetirmos o mesmo procedimento indefinidamente, perceberemos que as figuras obtidas (4), (5),..., ( )A A A n  


terão áreas que se relacionam pela fórmula 
4


( 1) ( )
5


A n A n+ = . Assim, a área diminui a cada estágio da recursão, 


exatamente como na simulação da despoluição do lago.


Se você quiser assistir a um filme muito interessante, que aborda algumas questões sobre os fractais, acesse o sítio: 


www.dimensions-math.org/. Este filme desvenda a questão da quarta dimensão matemática, incluindo conjuntos 


fractais muito bonitos! O título do filme é Dimensions, e ele pode ser visto gratuitamente na Internet, com legendas 


em português. Com certeza ele lhe garantirá uma grande viagem matemática! 


No meio ambiente, há também algumas formas de natureza fractal. A imagem que você viu no início da Seção 4.1 


é a de um vegetal chamado romanesco. Observe-a com cuidado. Você seria capaz de dizer qual parte desta planta 


se assemelha a uma forma cônica? Se você prestar atenção, verá que o próprio romanesco se parece com um cone 


e que essa forma se repete, em escalas cada vez menores, conforme olhamos a imagem de modo cada vez mais 


detalhado. Esse é só mais um exemplo de onde podemos encontrar fractais e equações recursivas na natureza.


Vamos desenvolver passo a passo a equação recursiva obtida no Ciclo 1, observando 


a sequência de cálculos dos cinco primeiros períodos de tempo do experimento que re-


alizamos?


(1) 200a =  mL


1
5(2) (1 ) (1) (4 / 5) (1)a a a= − =


(2) (4 / 5) (1) 160a a= =  mL


2(3) (4 / 5) (2) (4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)  128a a a a= = = =  mL


2 3(4) (4 / 5) (3) (4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)  102,4a a a a= = = =  mL


3 4(5) (4 / 5) (4) (4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)  81,92a a a a= = = =  mL


...
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Observe como as expressões acima se “aninham” umas dentro das outras.


▹▹ Na expressão para (1)a  não aparece o fator 4/5, pois estamos lidando com o total de 


poluente depositado em nosso lago-modelo;


▹▹ Na expressão para (2)a , o fator 4/5 aparece uma vez;


▹▹ Na expressão para (3)a , o fator 4/5 aparece multiplicando duas vezes, isto é, com 


expoente 2: 2(4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)a a= ;


▹▹ Na expressão para (4)a , o fator 4/5 aparece multiplicando três vezes, isto é, com 


expoente 3: 2 3(4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)a a= .


▹▹ Na expressão para (5)a , o fator 4/5 aparece multiplicando quatro vezes, isto é, com 


expoente 4: 3 4(4 / 5)(4 / 5) (1) (4 / 5) (1)a a= .


Assim, podemos sempre expressar a quantidade restante de poluente em função da 


quantidade existente no início do experimento (1)a .


Com base nessas observações, qual é a relação existente entre o 


expoente do fator 4/5 e o valor da variável n?


Se você observou o aninhamento das equações recursivas, notou que:


1( ) (4 / 5) · (1) 1,2,3,...na n a n−= =


Esta equação, que neste texto chamaremos de fórmula fechada, permite escrever di-


retamente a quantidade de poluente ( )a n  em função do período de tempo n. Para tanto, 


ela envolve a quantidade inicial de poluente e o fator 4/5, que é igual a 1 menos a taxa 


de despoluição (1/5). A fórmula fechada nada mais é do que a expressão do termo geral 


da progressão geométrica de razão 4/5 e termo inicial (1)a .







Progressão Geométrica


Uma progressão geométrica (PG) é uma sequência 


numérica em que cada termo, a partir do segundo, é igual 


ao produto do termo anterior por uma constante. Esta 


constante é chamada razão da progressão geométrica. Se 


na  denota o n-ésimo termo de uma PG, a progressão fica 


completamente determinada pelo valor do termo inicial a
1
 


e pela razão q, isto é:


1na a=  se 1n =  e


1·n na qa −=  se 1n >


Observe que, com base na mesma ideia de aninhamento 


que usamos no exemplo anterior, podemos perceber que:


2 1a q a= ⋅


( ) 2
3 2 1 1a q a q q a q a= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅


( )2 3
4 3 1 1a q a q q a q a= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅


Continuando com esse processo indefinidamente, con-


cluímos que:


1
1


n
na q a−= ⋅  para todo 1n ≥


Uma maneira um pouco mais formal de demonstrar a 


fórmula acima seria utilizar o Princípio da Indução Finita. 


Sabemos que a fórmula é válida para 1n = , pois 0 1q = . Se 


supusermos que a fórmula é válida para algum 1n ≥  fixado, 


isto nos levará à conclusão de que ela também é verdadeira 


para 1n+ :


( )1
1 1 1


n n
n na q a q q a q a−
+ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅


Logo, pelo Princípio da Indução Finita, a fórmula deve 


valer para todo 1n ≥ .


Entender a fórmula fechada do modelo de despoluição pode ser uma maneira interes-


sante de introduzir progressões geométricas na sala de aula. Dessa forma, este conceito 


matemático pode ser contextualizado como uma ferramenta importante para o estudo 


de diversos problemas reais, como, por exemplo, o da questão ambiental da recuperação 


de um lago.


Você já se questionou sobre por que ensinamos progressão geométrica na escola?


Ou sobre como é possível construir um significado para esse conceito junto aos alunos 


do Ensino Médio?


Em muitos casos, a ideia de progressão geométrica é apresentada na escola como um 


conjunto de fórmulas (n-ésimo termo, soma dos n primeiros termos, etc.). Tais fórmulas 


são normalmente memorizadas pelos alunos, sem que nenhum significado seja atribuído 


a elas e sem que nenhum vínculo com outros tópicos matemáticos, como exponenciais e 


logaritmos, sejam construídos.


No estudo que estamos propondo neste desafio, a ideia de progressão geométrica 


aparece naturalmente, como uma ferramenta necessária para obter uma resposta para 


uma questão matemática que surgiu a partir de um problema concreto.


Você deve ter observado que, de acordo com a natureza do nosso modelo, a quanti-


dade de poluente em cada período de tempo é dada pela multiplicação da quantidade no 


período anterior por uma mesma constante.


O que há de inovador nessa abordagem? No trabalho com a modelagem, partimos 


da coleta de dados e, para analisar esses dados, os conceitos matemáticos surgem como 


ferramentas necessárias, que ganham significado naturalmente.
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  Janela Pedagógica    Progressão Geométrica na escola


Além da modelagem que estamos construindo neste desafio, existem outras 


formas de trabalhar progressões geométricas na escola. Há várias situações 


reais em que PGs se aplicam. Você consegue pensar em algumas delas?


O crescimento dos juros econômicos é um bom exemplo de PG. Podemos 


pensar também no decaimento radioativo de átomos, ou no crescimento 


populacional humano e de outros seres vivos. Em condições ideais, o 


crescimento populacional dos seres decompositores de um lago pode ser 


descrito por uma PG!


No Portal do Professor do MEC há justamente uma aula sobre crescimento 


de bactérias com uma 


análise matemática 


sobre o fenômeno. Para 


conhecer esta aula, aces-


se o endereço eletrônico 


do Portal (http://portal-


doprofessor.mec.gov.br), 


entre no link “Espaço da 


Aula” e procure a aula 


denominada “Matemática das Bactérias”, da professora Lutécia Gasparoto, 


de Curitiba. Quem sabe esta aula o ajude em seu trabalho como professor.
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  Atividade 2   Ficando mais exigente...


Na primeira atividade admitimos que em nosso experi-


mento o lago estaria despoluído quando a quantidade de 


poluente fosse inferior a 40 mL de poluente. Agora está na 


hora de ficarmos mais exigentes...


Imagine que em nosso experimento o lago só poderá ser 


considerado despoluído quando a quantidade de poluente 


for inferior a 1 mL. Nestas condições, quantos dias, no mí-


nimo, deverão se passar, a partir da mesma situação inicial 


(200 mL de poluente), para que esse patamar seja atingido? 


a▹	11 dias


b▹	12 dias


c▹	20 dias


d▹	25 dias 


e▹	30 dias


Resposta comentada


Você deve ter notado que é imensamente trabalhoso de-


senvolver a equação recursiva para verificar em que período 


a quantidade de poluente fica inferior a 1 mL. Podemos, en-


tretanto, usar a fórmula fechada para resolver este problema.


Repare que, ao resolvermos esta questão, estaremos utili-


zando uma progressão geométrica. A progressão geométrica 


de razão 4/5 e termo inicial (1) 200a =  mL, que representa 


nosso modelo de despoluição.


Para que a quantidade de poluente seja inferior a 1 mL, 


devemos ter:


  ⇒   1(4 / 5) 1/ 200n− <


Observe que a variável n aparece no expoente de 4/5.
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Por isso, para encontrar o seu valor, precisamos aplicar o 


logaritmo decimal. Como o logaritmo é uma função crescen-


te, podemos aplicá-lo nos dois lados da inequação:


( )
1


4 1 4 1
log log 1 log log


5 200 5 200


n


n
−


  < ⇒ − < 
 


Para encontrar os valores de n que satisfazem a inequa-


ção ( ) 4 1
1 log log


5 200
n− < , precisaremos dividir ambos os 


membros por log(4 / 5). Mas como 
4


0,8 1
5
= < , temos que 


log(4 / 5) 0< . Assim, o sinal da desigualdade deve ser inver-


tido quando ambos os membros são divididos por log(4 / 5). 


Veja:


( ) 4 1
1 log log


5 200
4 4


log log
5 5


n−
>


Então, n deve satisfazer 


1
log


2001
4


log
5


n− >  ou seja 


1
log


2001
4


log
5


n > +


Com o auxílio de uma calculadora, chegamos a um re-


sultado aproximado:


 24,74398604n >


Lembre-se de que este resultado é aproximado, pois uma 


calculadora sempre trabalha com aproximações. Assim, a 


quantidade de poluente será inferior a 1 mL somente quando 


tiverem se passado 25 dias a partir da situação inicial.


  Saiba Mais    Recursos algébricos na modelagem: usando inequações e funções


Um recurso algébrico que em geral recebe grande ênfase no ensino de equações e inequações é o 


famoso procedimento de “passar para o outro lado invertendo a operação”. Na maioria das vezes esse 


recurso é dado como uma regra arbitrária.


No caso da resolução de equações, o fundamento matemático deste procedimento está no próprio sen-


tido da igualdade matemática: ao se escrever o sinal de igual, o que aparece dos dois lados da equação 


não são dois objetos diferentes, mas sim um mesmo ente matemático (eventualmente representado de duas formas 


diferentes). Assim, tudo que é feito de um lado deve ser feito do outro, para que a igualdade seja preservada, isto é, 


Como comentamos anteriormente, para encontrarmos a variável n na atividade ante-


rior o sinal de desigualdade da inequação precisou ser invertido. Você saberia explicar esta 


questão para o seu aluno? O texto a seguir pode lhe dar uma luz...
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para que o que aparece de um lado e do outro da equação continuem sendo representações de um mesmo objeto. 


No caso da resolução de inequações, isto, em geral, não ocorre, pois as operações permitidas são aquelas que 


preservam a ordem. Por exemplo, podemos multiplicar ambos os lados de uma inequação por um número positivo 


porque é verdade que, se 


a b<   e  0c > , então  a c b c⋅ < ⋅


No entanto, se 


a b<   e  0c < , então  a c b c⋅ > ⋅  


Por exemplo,  2  3< , mas  


Outro recurso algébrico muito utilizado é aplicar uma função nos termos dos dois lados de uma desigualdade. Já 


fizemos isso na atividade anterior, com a função logaritmo. Você sabe por que este recurso é permitido? Isto é, por 


que podemos aplicar o log  dos dois lados de uma inequação preservando a desigualdade? O que justifica a vali-


dade desta passagem é o fato de a função logaritmo ser crescente. Isto é, sempre que temos a b< , podemos 


afirmar que log loga b<  e portanto é possível aplicar o logaritmo nos membros de uma inequação, mantendo 


a desigualdade.


Isto não seria permitido no caso de funções que não fossem crescentes. Por exemplo, não 


podemos afirmar que sempre que tivermos a b<  teremos 2 2a b< . De fato, 2 1− < − , mas 
2 2( 2) 4 ( 1) 1− = > − = . Portanto, a função quadrática 2( )f x x=  não pode ser aplicada aos termos 


de uma desigualdade, mantendo-a.


Você deve ter percebido a importância e a utilidade do logaritmo para a resolução do 


problema anterior.


Como esse é um conceito matemático importante para a resolução do nosso modelo, 


e como é um conceito trabalhado no Ensino Médio, ele merece atenção especial, você 


não acha?
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5. Logaritmos 


Como já dissemos em outros momentos, os estudos com modelos matemáticos e 


simulações contextualizam, revelam a necessidade e enfatizam o poder das ferramentas 


matemáticas na resolução de problemas.


Vamos refletir sobre a importância do logaritmo no processo de 


modelagem matemática que estamos construindo?


O logaritmo continua sendo uma das funções mais importantes da Matemática.


Você saberia explicar por quê?


Para entendermos a importância do logaritmo, precisamos pensar em sua definição.


O logaritmo de um número 0x > , em relação a uma base 0, 1b b> ≠ , é definido 


como o número y ao qual devemos elevar a base b para obter x.


log y
by x b x= ⇔ =


Em outras palavras, o logaritmo é a função inversa da função exponencial.


Enquanto na potenciação elevamos a base a um expoente, obtendo um resultado  


( )yb x= , o logaritmo inverte esse processo, recuperando o expoente ( log )y
bb x y x= ⇔ = . 


Por isso, o logaritmo pode ser pensado como o expoente de uma potenciação.


Diretamente daí segue um primeiro contexto matemático em que a ideia de logaritmo 


é importante: a resolução de equações (e inequações) exponenciais, ou seja, equações (e 


inequações) em que a incógnita se encontra no expoente. Isso pode ser realizado devido 


à seguinte propriedade:


( )log logx
b ba x a=


Esta propriedade pode ser provada do seguinte modo:


Se ( )log x
bz a=  denota o primeiro membro e logbw a= , vamos mostrar que z x w= ⋅  


Analisando as expressões acima, a definição de logaritmo nos dá que:


z xb a=   e  wb a=
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  Saiba Mais    Origem da ideia de Logaritmo


O Barão escocês John Napier, teólogo e matemático, foi um importante estudioso do século XVII. Napier é 


considerado o inventor dos logaritmos, embora outros matemáticos da época também tenham trabalhado com ele.


Napier divulgou o conceito de logaritmo em sua obra Mirifici logarith-


morum canonis descriptio, em 1614.


O logaritmo surgiu como um artifício de cálculo, cujo objetivo era via-


bilizar o cálculo rápido de multiplicações e quocientes de números. Isso 


é possível porque o logaritmo transforma multiplicações e divisões nas 


operações mais simples de soma e subtração! Observe:


( ) ( ) ( )1 2 1 2log log logb b bx x x x⋅ = +


De fato, esta fórmula segue imediatamente da definição de logaritmo 


e da igualdade:


( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2log log log log
1 2


b b b bx x x xb b b x x+ = ⋅ = ⋅


A importância desta propriedade pode não ser tão evidente nos dias de hoje. Mas pense em como seria efetuar 


multiplicações de números de muitos dígitos sem calculadoras e computadores! Antigamente, isto era feito com 


ajuda das chamadas tábuas de logaritmos, que consistiam de longas listas de números e seus logaritmos em relação 


a uma base fixada (em geral, a base 10). Isto permitia que as multiplicações de números grandes fossem feitas 


através da soma de seus logaritmos.


Elevando a x a segunda expressão acima, e igualando o resultado com a primeira 


expressão, obtemos:


( )xw x zb a b= =


Assim, x w zb b⋅ =  e, portanto, z x w= ⋅ . 


Logo, ( )log logx
b ba x a= ⋅ .


Como você pôde perceber, no processo de construção de um modelo matemático 


para estudar a despoluição de um lago, tivemos que resolver equações e inequações 


exponenciais. (Lembra-se da atividade 2 que acabamos de resolver?) Para isso, o logarit-


mo foi bastante importante. Esse é apenas um exemplo da relevância dessa ferramenta 


matemática na atualidade.
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No entanto, desde o surgimento das calculadoras científicas eletrônicas, por volta de 1970, essa utilidade do loga-


ritmo perdeu o sentido. De qualquer forma, a discussão acerca da origem histórica de um conceito matemático na 


escola pode servir para tornar seu ensino mais contextualizado. Uma atividade complementar que você pode sugerir 


aos seus alunos como investigação é uma pesquisa histórica sobre o uso de tábuas de logaritmos.


Além de refletir sobre a origem histórica deste conceito, lembre-se de que hoje o logaritmo possui outros usos... A 


resolução do nosso modelo acabou de nos mostrar isso.


  Janela Pedagógica    Música e logaritmo


Outra forma interessante de ensinar logaritmo é relacioná-lo à música! Você 


já tinha pensado nesta possibilidade?


Pois é, o filme Matemática das esferas, da TV Escola do MEC, tenta exata-


mente construir esta relação!


Este filme foi feito para ajudar os professores a trabalharem logaritmo de 


forma mais contextualizada. Vale a pena dar uma olhada! O sítio para buscar 


este filme é <www.portaldoprofessor.mec.gov.br>. Neste Portal, procure o 


link “Domínio Público”. No link o domínio público, busque o filme pelo título. 


Bom divertimento e boa aprendizagem!


Ro
be


rt
 P


ro
ks


a 
 / 


 S
XC


Neste momento você pode estar se perguntando: como eu posso aproveitar a mode-


lagem para ensinar logaritmo em minha sala de aula? 


Logaritmos são, às vezes, considerados como um dos pontos mais difíceis do Ensino 


Médio, além de muitos alunos os julgarem um dos mais inúteis. Esta interpretação não é 


originada de características do próprio conceito matemático, e sim da forma como ele é, 


em geral, abordado na escola. 


Frequentemente, o ensino de logaritmo se limita a exercícios trabalhosos e repetitivos, 


com poucas ideias conceituais, e não aborda os contextos matemáticos em que o conceito 


de logaritmo é necessário. Uma das contextualizações possíveis é o ensino de logaritmo 


dentro da modelagem matemática, como estamos fazendo neste desafio.
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  Saiba Mais    Relacionando PA e PG


O logaritmo pode também ajudar a entender uma relação entre progressões geométricas (PGs) e progres-


sões aritméticas (PAs). Isso porque, em uma progressão que cresce geometricamente, seus logaritmos crescerão 


aritmeticamente.


Considere, por exemplo, as igualdades 110 10= , 2100 10= , 31.000 10= . Os valores dos números 


(10;100;1.000) crescem em progressão geométrica, enquanto seus expoentes (1;2;3), ou seja, seus logaritmos 


na base 10, crescem em progressão aritmética.


Assim, é possível perceber facilmente que, se os valores de uma variável x crescerem em PG, os logaritmos (em 


qualquer base) de x crescerão em PA. 


Observe que, assim como ocorreu com a ideia de progressão geométrica, o logaritmo 


apareceu como uma ferramenta necessária para a solução do problema da despoluição. De 


fato, precisamos dele para resolver uma inequação exponencial, o que permitiu encontrar 


o tempo transcorrido para que a quantidade de poluente atingisse um patamar aceitável.


Usualmente, nas escolas, os conceitos matemáticos são primeiramente introduzidos, 


para só depois serem apresentadas suas aplicações. Neste desafio, ao contrário, o conceito 


surge naturalmente para resolver um problema real.


Até agora, nossas explorações matemáticas abordaram conceitos como logaritmo e 


progressão geométrica. Esperamos que essas explorações já tenham permitido algumas 


reflexões sobre o trabalho desses conceitos em sua sala de aula.


A modelagem matemática também pode auxiliar na exploração da linguagem gráfica 


com os alunos do Ensino Médio. A exploração das representações gráficas pode ainda 


facilitar a abordagem de outros conceitos matemáticos, conforme você verá a seguir.


6. Uma imagem vale mais que mil números?
Como professor de Matemática, não deve ser nenhuma novidade para você o fato de 


que representações gráficas podem tornar compreensíveis e interpretáveis resultados di-


fíceis de analisar por meio de uma tabela. Assim como também não deve ser novidade o 


fato de que seus alunos, com frequência, têm dificuldades em construir e analisar gráficos. 


Nesse sentido, mais uma vez o modelo matemático que estamos construindo se mostra 


uma ferramenta interessante para o ensino da Matemática, pois permite a construção e 


análise de variados tipos de gráficos, bem como o estudo das relações entre eles.
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  Janela Pedagógica    Importância da representação gráfica


A representação gráfica tem um papel fundamental para a construção de 


diversos conceitos matemáticos.


Os gráficos nos auxiliam na visualiza-


ção da situação como um todo, mas 


também trazem o registro do que 


acontece para cada valor da variável 


independente. Dessa forma é possível 


identificar pontos extremos de uma 


determinada situação, o que facilita muito a sua análise.


Por meio dos gráficos, fica fácil para os alunos visualizarem a variação dos 


dados relacionados a um determinado experimento e, a partir disso, avalia-


rem como a variação acontece.


As orientações curriculares para o Ensino Médio sugerem que o estudo das 


funções matemáticas seja iniciado a partir do estabelecimento da relação 


entre duas grandezas e da construção de representações gráficas. Tal 


recomendação faz sentido, visto que, quando trabalhamos com grandezas 


conhecidas, os conceitos já internalizados pelo aluno sobre o tema em 


estudo auxiliam na atribuição de significado às informações geométricas do 


gráfico. 


Ao trabalhar com gráficos na sala de aula, um aspecto imprescindível de ser 


abordado é estabelecer a relação entre a forma do gráfico e o comporta-


mento da variação. É também importante estabelecer a relação entre os 


parâmetros da função e o comportamento de seu gráfico. Comumente, na 


escola, se parte da equação algébrica para se construir o gráfico. No entan-


to, explora-se pouco o caminho inverso, isto é, entender o aspecto gráfico 


à luz das propriedades algébricas das variáveis e parâmetros que aparecem 


na equação. Teremos oportunidade de aprofundar esta discussão no Módulo 


2 deste curso.
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Estudaremos agora as representações gráficas de nosso modelo de despoluição.


Para realizar esse estudo, tenha em mente as duas abordagens da modelagem que 


estamos construindo:


Equação Recursiva


(1) 200 mLa =


( ) (4 / 5) ( 1) 1,2,3,...a n a n n= ⋅ − =


Formulação Fechada


(1) 200 mLa =


1( ) (4 / 5) (1) 1,2,3,...na n a n−= =


Vamos lá?
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6.1. Representações gráficas associadas à formulação fechada 


Como vimos, com a fórmula fechada temos uma expressão que nos fornece a quanti-


dade de poluente em função dos períodos de tempo:


, 1,2,3,...n =


Esta equação nos permite formar uma sequência de pares ordenados:


(1, (1)),(2, (2)),(3, (3)),..., ( , ( )),...a a a n a n  


Os pares ordenados acima pertencem ao gráfico de uma função matemática, em que as 


duas grandezas relacionadas são: n (períodos de tempo) e ( )a n  (quantidade de poluente). 


Se você leu o texto anterior sobre a importância da representação gráfica, viu que as 


orientações curriculares para o Ensino Médio sugerem que o estudo das funções mate-


máticas seja iniciado a partir do estabelecimento de relação entre duas grandezas. Uma 


ótima oportunidade para iniciar esse estudo, não é?!


Esses pares ordenados pertencem ao gráfico da seguinte função exponencial:


Observe que esta é a mesma expressão algébrica que apareceu na formulação fechada, 


com a diferença de que estamos representando a variável independente por x em lugar 


de n. Aqui, x representa a variável independente de uma função exponencial. Os pontos 


( , ( ))n a n  da formulação fechada, que representam, respectivamente, cada dia e a quantida-


de de poluente naquele dia, formam um subconjunto do gráfico dessa função. Assim, x é 


uma variável contínua (varia no conjunto dos números reais), enquanto n é uma variável 


discreta (varia no conjunto dos números naturais). Por isso, escolhemos as letras que estão 


tradicionalmente associadas a esses tipos de variável.


O estudo do gráfico dessa função exponencial pode nos dar informações sobre o com-


portamento de ( )a n , ou seja, sobre a variação da quantidade de poluente com o passar 


do tempo.


Você consegue imaginar o aspecto deste gráfico?


60  Módulo I  - Modelo de Despoluição  ▷  Ciclo II







O gráfico da função exponencial  tem o seguinte aspecto:


(1, a(1)=(1,200)


(2, a(2)) = (2,160)


(3, a(3)) = (3,128)


(4, a(4)) = (4,102,4)


y  =  (4/5)x-1 200 
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DECAIMENTO  
EXPONENCIAL


Estudando este gráfico, percebemos que, para intervalos sucessivos de tempo, a quan-


tidade de poluente a(n) é menor que a anterior a(n–1). Fica claro que, à medida que o 


tempo passa, a quantidade de poluição está diminuindo. Esta relação é representada pela 


curva decrescente que você observa acima. Como podemos observar no gráfico, a função 


exponencial que representa nosso modelo é decrescente, uma vez que sua base é 4/5, 


que é um número entre 0 e 1.


A observação deste gráfico nos auxilia na análise do modelo, indicando uma tendência 


futura para o nível zero de quantidade de poluente. Essa tendência corresponde, é claro, 


à realidade experimental.


O gráfico nos indica ainda que a quantidade de poluente retirado a(n+1)–a(n) não é a 


mesma a cada passo. Essa indicação é compatível com os cálculos que realizamos no Ciclo 1.


Observe que as informações fornecidas pela análise do gráfico enriquecem e ampliam 


o estudo da fórmula algébrica.


Perceba que, da mesma forma que ocorreu com os conceitos de progressão geométrica 


e de logaritmo, as funções exponenciais aparecem aqui a partir da necessidade matemática 


para a resolução de um problema. Além disso, atente também as correlações entre todas 


estas ideias!


No Ensino Médio, o estabelecimento destas correlações é fundamental. Da mesma 


forma que as progressões geométricas, as funções exponenciais são importantes para o 


estudo de muitos processos de crescimento (ou decrescimento), tais como juros, fractais, 


crescimento populacional, absorção de medicamentos e decaimento radioativo, confor-


me mencionamos anteriormente. As progressões geométricas são utilizadas no caso de 


grandezas discretas, ao passo que as funções exponenciais são utilizadas no caso de se 


tratarem de grandezas contínuas.
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  Atividade 3   Refletindo sobre representações gráficas


O gráfico que representa o decaimento exponencial da 


quantidade de poluente em função do tempo nos permitiu 


fazer algumas análises e reforçar algumas conclusões sobre 


a simulação realizada no Ciclo 1. Agora vamos tentar inferir 


como seria uma representação gráfica em cada um das situ-


ações (A e B) ao lado?


A Como seria o “desenho” do gráfico se o tempo apenas 


passasse e não houvesse nenhum tipo de troca de poluente 


por água límpida?


B E como seria esse “desenho” se a quantidade de poluente 


retirada fosse sempre a mesma?


Resposta comentada


A Se, depois de inicialmente poluído, não houvesse troca de 


poluente por água límpida no lago-modelo, a quantidade de 


poluente se manteria constante. Este fenômeno é descrito 


pelo gráfico a seguir:
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Repare que este gráfico representa um lago onde não 


ocorre a ação de organismos decompositores, o que prova-


velmente não acontece em ambientes reais.


B Se a quantidade de poluente que retiramos do lago-


-modelo fosse sempre a mesma, haveria um decaimento 


linear. Nesse caso, depois de um certo período de tempo, o 


lago ficaria completamente despoluído. Este gráfico teria o 


seguinte aspecto:
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Repare que esta situação também não acontece nor-


malmente em ambientes reais, já que, em geral, a ação dos 


decompositores não ocorre linearmente.


Vamos explorar agora, com mais detalhes, uma segunda representação gráfica asso-


ciada à formulação fechada de nosso modelo.
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Porém, antes, leia e pense sobre a seguinte afirmativa: O gráfico exponencial apresen-


tado anteriormente também não reflete fielmente a simulação da despoluição realizada 


no Ciclo 1.


Você imagina por quê?


Lembre-se de que, em nossa simulação, fizemos várias hipóteses simplificadoras, dentre 


as quais que a despoluição ocorre em períodos discretos de tempo. Isto impõe que o 


poluente permaneça constante entre duas trocas sucessivas, concorda?


Para ser coerente com esta hipótese, a melhor representação gráfica da formulação 


fechada seria a seguinte:
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(1, a(1))


(2, a(2))


(3, a(3))


(4, a(4))
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  Atividade 4   Comparando decaimento em gráficos


Compare as duas representações gráficas associadas ao 


nosso modelo de despoluição e responda:


(1, a(1)=(1,200)


(2, a(2)) = (2,160)


(3, a(3)) = (3,128)


(4, a(4)) = (4,102,4)


y  =  (4/5)x-1 200 
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DECAIMENTO  
EXPONENCIAL
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DECAIMENTO  
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(1, a(1))


(2, a(2))


(3, a(3))


(4, a(4))


A Qual dos gráficos representa mais fielmente o processo de 


despoluição natural realizado por micro-organismos vivos? 


Por quê?


B E qual deles representa mais fielmente a simulação de 


um lago com água e café diluído que realizamos no Ciclo1? 


Por quê?
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Resposta comentada


A Na realidade, os organismos trabalham continuamente na 


despoluição. Isto faz com que, no processo de despoluição 


natural, a quantidade de poluente mude de forma contínua, 


e não apenas em períodos discretos. Esta situação é me-


lhor descrita no decaimento contínuo do gráfico da função 


exponencial 1(4 / 5) .200xy −= , em que x é uma variável no 


conjunto dos números reais (x representa o tempo).


B Quando realizamos a simulação do Ciclo 1, a despoluição 


ocorreu somente quando fizemos a troca de líquido poluído 


por água limpa. A quantidade de poluente ficou constante 


durante todo o tempo compreendido entre dois números 


naturais x n=  e 1x n= + . Por isso, a representação gráfica 


do decaimento em escada representa melhor a simulação.


Agora que já trabalhamos com as representações da formulação fechada de nosso modelo 


matemático, vamos pensar em representações geométricas associadas à equação recursiva do 


modelo de despoluição.


6.2. Representações gráficas associadas à equação recursiva


Nesta seção iremos mostrar representações gráficas que estão diretamente vinculadas 


à equação recursiva. Estas representações constituem outras formas úteis para analisar o 


que ocorre com a quantidade de poluente de nossa simulação quando o tempo tende ao 


infinito. 


Como vimos, a equação recursiva relaciona a quantidade de poluente em determinado 


período de tempo com a quantidade de poluente no período anterior. 


(1) 200a =  


( 1) (4 / 5) ( )a n a n+ = , 1,2,3,...n =  


Esta equação nos permite escrever uma sequência de pares ordenados:


( (1), (2)) (200,160)a a = , 
( (2), (3)) (160,128)a a = , 


( (3), (4)) (128,102, 4)a a = , 


... 


( ( 1), ( ))a n a n+ , ...


em que as abscissas são as entradas ( )a n  e as ordenadas são as saídas ( 1)a n+ . Observe 


que, em cada período de tempo, a saída no período anterior torna-se a entrada no pe-


ríodo seguinte. Isto se deve ao fato de que todo conjunto de pares ordenados pode ser 


interpretado, de um modo dinâmico, como uma relação entre a primeira coordenada (a 


entrada) e a segunda (a saída). Ou seja, podemos pensar que existe uma “máquina” que 


6. Uma imagem vale mais que mil números?  65







transforma entradas em saídas. No caso da equação recursiva, temos o seguinte diagrama:


Entrada:
a(n)


Saída:
a(n+1)


Começando com a entrada inicial (1)a , nada impede que a saída, em um certo estágio, 


seja usada para realimentar a “máquina”, tornando-se a entrada para o processo no estágio 


seguinte:


Entrada:
a(1)


Saída:
a(2)


Entrada:
a(2)


Saída:
a(3)


Entrada:
a(n)


Saída:
a(n+1)


... ...


Segundo este ponto de vista, podemos representar a quantidade de poluente em dado 


período de tempo em função da quantidade de poluente no período anterior através do 


seguinte gráfico:


entrada: a(n)


y=(4/5).x
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0


saída: a(n+1)


66  Módulo I  - Modelo de Despoluição  ▷  Ciclo II







  Atividade 5   Diferentes gráficos para o mesmo modelo?


A O que pode haver em comum entre o gráfico da função (4 / 5) 200y x= + , obtida na equação recursiva, e o gráfico da 


função exponencial , obtida na formulação fechada? Como você explicaria a relação entre esses dois gráficos 


para o seu aluno?


y=(4/5)x-1.200


n
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entrada: a(n)


y=(4/5).x
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saída: a(n+1)


B E como você explicaria a um aluno que o mesmo modelo matemático tem representações geométricas tão distintas? 


Analisando o gráfico que construímos utilizando a equação recursiva, podemos dizer 


que os pontos estão alinhados sobre a reta y = (4 / 5).x , já que ( 1) (4 / 5) ( )a n a n+ = ⋅ , diferen-


temente do gráfico associado à formulação fechada, que é o de uma função exponencial.
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Resposta comentada


A Você deve ter notado que as representações gráficas 


são, de fato, bastante diferentes. Porém ambas descrevem o 


mesmo fenômeno. Toda informação que se pode ler em um 


dos gráficos também se pode ser lida no outro. O processo 


de despoluição pode ser acompanhado passo a passo em 


cada um deles. Além disso, observações globais também 


podem ser obtidas, tais como o decaimento e a convergência 


para o ponto de equilíbrio zero, quando o tempo se torna 


arbitrariamente grande. Repare que a leitura em cada um 


deles deve ser feita de acordo com o sentido das setas se 


quisermos acompanhar a evolução temporal da quantidade 


de poluente.


B Apesar de representarem o mesmo fenômeno, tais repre-


sentações são distintas porque as variáveis independentes 


( )x  de cada uma delas não são as mesmas, isto é, não 


representam as mesmas grandezas. Na equação da reta, 


relacionada à equação recursiva, x representa determinada 


quantidade de poluente (presente em cada etapa). Já na fun-


ção exponencial, associada à fórmula fechada, x representa 


o tempo. Por esse motivo, os gráficos não são nem mesmo 


parecidos. Ao trabalhar esta questão com seus alunos, 


concentre-se neste fato: para interpretarmos um gráfico, 


é muito importante sabermos quais valores cada variável 


pode assumir.


Se quisermos representar o processo dinâmico descrito 


pela fórmula fechada, teremos uma nova máquina, diferente 


daquela associada à formulação recursiva. Observe:


x


y=(4/5)x-1.200


Neste caso, não faz sentido “realimentar a máquina”, fa-


zendo a saída virar entrada, pois ela só admite como entrada 


(x) os instantes de tempo, e as saídas (y) descrevem grande-


zas de outra natureza − a quantidade de poluente. 


A seguir, vamos explorar ainda com mais detalhes as representações gráficas associadas 


à equação recursiva para entender melhor o comportamento do modelo matemático que 


estamos desenvolvendo.


Vamos realizar uma nova construção gráfica na qual utilizaremos a função auxiliar y x=  


para “realimentar” os dados, permitindo que a saída ( 1)a n+  na n-ésima etapa seja vista 


como a entrada na ( 1)n+ -ésima etapa.


E como podemos fazer isso?


Para começar, vamos desenhar uma reta auxiliar. Observe o que ocorre quan-


do desenhamos o par ordenado ( ( ), ( 1))a n a n+ : ele está fora da diagonal y x= , pois 


.
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2  A partir de (a(n+1), a(n+1)), caminhamos 


paralelamente ao eixo x até encontrar a reta 


(y=x), acompanhando a seta horizontal. O ponto 


obtido tem coordenadas (a(n+1), a(n+1)).


O ponto (a(n), 0) foi levado, pelos três passos acima, para o ponto (a(n+1), 


0). Desse modo, o que era inicialmente a saída a(n+1) pode ser usado como 


entrada para o novo passo do processo recursivo. Isto só foi possível devido 


ao auxílio da função y=x.


3  A partir de  


(a(n+1), a(n+1)), 


caminhamos 


paralelamente ao eixo 


y até encontrar o eixo 


x , no sentido da seta 


vertical. O ponto obtido 


tem coordenadas 


(a(n+1), 0).


1  Se quisermos que a saída a(n+1) vire entrada 


para o passo seguinte, devemos transferir seu 


valor do eixo y para o eixo x. Isto pode ser feito 


com a ajuda da reta auxiliar y=x. Partimos 


inicialmente do ponto (a(n), 0) e seguimos a seta 


vertical, como na figura, atingindo assim o ponto 


(a(n), a(n+1)).


a(n+1)


(a(n), a(n+1))


(a(n), 0)


a(n)


(0, a(n+1))


y=x


(a(n), 0)


(0, a(n+1))
(a(n+1), a(n+1))


y=x


(0, a(n+1))


(a(n+1), 0)


(a(n+1), a(n+1))


y=x


a(n+1)


(0, a(n+1))


y=x


(a(n), a(n+1))


(a(n), 0)


a(n)


Podemos efetuar operações geométricas que permitem fazer com que as saídas 


tornem-se entradas, através de três movimentos:
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Analisando esses gráficos, podemos visualizar a dinâmica da equação recursiva em um 


gráfico do tipo entrada versus saída. Este gráfico relaciona o volume ( )a n  de poluente no 


final de cada período de tempo (no eixo horizontal x) com o volume ( 1)a n+  de poluente 


no final do período de tempo seguinte (no eixo vertical y), e juntamente com a reta auxiliar 


y x=  permite transformar a saída em entrada sucessivas vezes:


Observe atentamente o papel da reta auxiliar y = x. Como vimos, ela é usada para fazer 


com que a saída de uma etapa seja a entrada da seguinte (setas pontilhadas).


Você conseguiu perceber como esta nova construção gráfica pode nos 


ajudar a entender melhor o modelo matemático?


Esta última representação gráfica permite uma interpretação dinâmica do processo de 


despoluição. Isto é, permite que possamos compreender melhor a evolução da quantidade 


de poluente ao longo do tempo, mesmo que estejamos relacionando apenas a quantidade 


de poluente em dois períodos consecutivos. Isso acontece porque, em um mesmo sistema 


de coordenadas, ao seguirmos o sentido das setas, efetuamos a passagem de um período 


de tempo para o seguinte, lendo diretamente a quantidade de poluente passada e pre-


sente. O uso da reta y = x permite a transformação da saída em entrada para o estágio 


seguinte.


As diferentes representações gráficas que elaboramos nos permitem visualizar o mode-


lo matemático de despoluição. Vamos agora aprofundar nossos estudos e estudar o que 


acontecerá com o nosso lago poluído com o passar do tempo?
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y=(4/5)x


y=x
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7. Comportamento futuro


Até aqui, ao desenvolvermos a equação recursiva, a formulação fechada e as diversas 


representações gráficas, estivemos explorando matematicamente nosso modelo. Esta é a 


terceira etapa da modelagem matemática, lembra-se? 


Nesta seção, começaremos a pensar na validação de nosso modelo, a quarta etapa do 


processo de modelagem.


A etapa da validação é fundamental para entendermos se o modelo que desenvolve-


mos corresponde ao que ocorre na realidade. Para isso, precisamos verificar se os dados 


gerados na solução do problema correspondem (ao menos dentro de certa margem) ao 


que pode ser medido empiricamente. No nosso caso, precisamos verificar se as fórmulas 


que escrevemos e as representações gráficas que construímos correspondem ao que estava 


ocorrendo no lago-modelo do experimento realizado no Ciclo 1.


É importante entender que um modelo matemático é sempre uma representação sim-


plificada da realidade. Dependendo das hipóteses simplificadoras estabelecidas, podemos 


obter diferentes modelos matemáticos para um mesmo fenômeno. Esses diferentes mode-


los podem diferir consideravelmente em grau de complexidade, e quanto mais elaborados, 


mais próximos estarão do que ocorre no mundo real.


A etapa de validar o modelo é fundamental, pois a escolha das hipóteses simplifica-


doras estabelecidas pode não ter sido a ideal e o modelo gerado terá pouca ou nenhuma 


relação com o fenômeno real.


Perceber se o modelo corresponde à realidade é importante porque, se ele for capaz 


de representar o estado atual do fenômeno com certo grau de fidelidade, então este será 


adequado para traçar previsões acerca de seu comportamento futuro. Aí está sua relevân-


cia! Estudando o processo de despoluição atual, poderemos entender com certo grau de 


certeza o que acontecerá, no futuro, com um lago poluído...
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Vamos à validação do modelo que estamos construindo?


Os cálculos que realizamos e as abordagens gráficas vistas anteriormente indicam que, 


com o passar do tempo, a concentração de poluente no lago tende a zero. Ou seja, o ponto 


de equilíbrio para onde a sequência ( ( ), ( 1))a n a n+  converge é (0,0).
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Isto também equivale a dizer que ( )a n  converge para 0 quando n tende para o infini-


to. Este fato auxilia na validação de nosso modelo, pois é justamente isto o que ocorre 


empiricamente quando efetuamos sucessivas trocas de água poluída por água límpida.


Estas são maneiras de dizer que, quando o processo de despoluição continua inde-


finidamente, a concentração de poluente decai para zero. Ou seja, o nosso modelo nos 


diz que, sob a ação dos organismos despoluidores, caso não haja adição de poluente, a 


despoluição do lago ocorrerá naturalmente.


Repare que esta validação é bastante direta, pois estamos trabalhando com uma si-


mulação. Em uma modelagem de um ambiente real, a validação seria um processo bem 


mais elaborado.


É interessante ter uma definição mais formal da noção de que, com a passar do tempo, 


o lago se tornará despoluído. Isso envolve o conceito matemático de limite e demanda 


estudos matemáticos mais rigorosos e profundos, extrapolando os conhecimentos espe-


rados de um aluno do Ensino Médio. Mas pode ser relevante para que você aprofunde 


seus estudos... 


Um valor limite para uma sequência (1), (2),...a a  é um número para o qual os termos 


da sequência ficam arbitrariamente próximos.


Isto é, escolhida uma precisão 0r > , a distância entre os termos ( )a n  e o valor limite 


fica menor que r para valores de n grandes o suficiente. 


Neste caso, dizemos que a sequência tende ou converge para este valor.


O que isto significa para o modelo que estamos trabalhando?


Em nossa simulação, o valor limite para o qual a quantidade de poluente converge é 0.


O que seria a precisão r, que aparece na definição acima, no modelo que desenvol-


vemos?


O valor de r pode ser interpretado como um nível aceitável de poluição, abaixo do qual 


o lago pode ser considerado despoluído.


Repare que refletir sobre esta definição formal de limite e seu 


significado é importante para entendermos como os parâmetros do 


modelo matemático podem variar. Podemos pensar, por exemplo, em 


diferentes valores de precisão ( )r  para que o lago seja considerado 


despoluído.
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O valor de r pode ser qualquer número real positivo, já que não queremos estipular, de 


antemão, qual é a exigência mínima para considerar o lago despoluído. Isto porque que-


remos resolver agora o caso geral, e não problemas particulares. Evidentemente, quanto 


menor o valor de r, mais tempo devemos esperar para que os organismos purifiquem o 


lago até que a quantidade de poluente ( )a n  fique inferior a r.


Será que existe uma maneira de determinarmos qual é o período de tempo necessário 


para que a quantidade de poluente fique menor que uma precisão r qualquer? Ou seja, 


podemos determinar precisamente o valor de n para que, a partir do n-ésimo dia, a quan-


tidade de poluente fique inferior à precisão r  dada?


A resposta é sim, e mais uma vez precisaremos utilizar o logaritmo. Veja:


Como


, 1,2,3,...n =


para que ( )a n r< , devemos ter


1 1
4 4


200
5 5 200


n n
r


r
− −


   ⋅ < ⇒ <   
   


Para encontrar n (que está no expoente), aplicamos o logaritmo a ambos os membros 


da desigualdade, lembrando que a função log é crescente:


( 1)
4 4


log log ( 1) log log
5 200 5 200


n
r r


n
−


       < ⇒ − <       
       


Para obter n, devemos dividir os membros desta última desigualdade por log(4 / 5). E 


como este número é negativo (pois 4 / 5 é menor do que 1), o sinal da inequação deve 


ser invertido:


log log
200 200( 1) 1


4 4
log log


5 5


r r


n n


   
   
   − > ⇒ > +
   
   
   


Assim, se 
log


2001
4


log
5


r


n


 
 
 > +
 
 
 


, então ( )a n r< .
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Lembre-se de que queremos saber depois de quantos dias a quantidade de poluente 


fica menor que um patamar r preestabelecido. Como o período de tempo é necessaria-


mente um número inteiro, devemos buscar pelo primeiro número inteiro maior que o 


número 


 log
2001


4
log


5


r 
 
 +
 
 
 


. Vamos chamar tal número inteiro de 0n .


Podemos, então, concluir que, depois de passados 0n  períodos de tempo, a quantidade 


de poluente será inferior ao patamar r. Observe que, de acordo com a definição de limite, 


isto significa que o limite da sequência ( )a n  é igual a 0. 


Demonstramos acima o seguinte fato: dada qualquer precisão 0r > , escolhida tão 


próxima de 0 quanto se queira, existe um valor 0n  a partir do qual todos os termos ( )a n , 


com 0n n> , ficam menores que r. Isto é, os termos ( )a n  ficam tão próximos de 0 quanto 


se desejar; basta para tal tornar n suficientemente grande.


Note o que ocorreu: em vez de calcularmos a quantidade de poluente em um dado 


período de tempo como fizemos anteriormente, determinamos (usando o log) o tempo 


necessário para que a quantidade de poluente ficasse inferior a um dado nível 0r >  pre-


determinado, mas arbitrário. Este esforço não foi em vão, pois, como veremos na próxima 


seção, essas ideias nos permitirão trabalhar com modelos mais gerais e sofisticados do 


que o nosso modelo básico...


8. Ampliando o modelo


Em nosso experimento, supusemos que 200 mL de poluente estavam diluídos em um 


certo volume de água e que 1/5 do volume de poluente era eliminado em cada período de 


tempo n. Chegamos então à seguinte fórmula, que chamamos de fórmula fechada e que 


representa o volume de poluente restante na água ( )a n  em função do período de tempo n:


1 1
1 4


( ) 1 200 200
5 5


n n


a n
− −


   = − ⋅ = ⋅   
   


Mas, e se a quantidade de poluente eliminada a cada período de tempo fosse diferente 


de 1/5?


Imagine um lago poluído no qual vivem seres vivos diferentes daqueles do lago que 


simulamos em nosso experimento. A decomposição que estes seres realizam aconteceria 


em um tempo diferente daquele dos seres do lago-modelo.
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  Atividade 6   Modelo de despoluição de um lago − generalizando


A  Deduza uma fórmula geral para a quantidade ( )a n  de poluente em função do período de tempo n, envolvendo os parâ-


metros (1)a  e q, de forma análoga à dedução do caso particular em que (1) 200a =  e 
1 4


1
5 5


q = − = . 


B  Suponha que um certo volume de água contenha 1.000 mL de poluente. Utilizando a fórmula geral deduzida no item 


anterior, calcule qual deve ser a menor taxa diária de despoluição para que o volume de 1.000 mL de poluente seja reduzido 


a um nível máximo de 1 mL a partir do 4º dia posterior ao início do processo de poluição. A
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E se a quantidade inicial de poluente despejada no lago fosse diferente?


Será que o nosso modelo matemático ainda seria válido?


Como adaptar este modelo para que ele seja adequado a estas novas condições?


Podemos desenvolver o problema do lago poluído com outros valores para as cons-


tantes envolvidas. A taxa de despoluição, por exemplo, pode ser diferente de 1/5. Assim 


como a quantidade inicial de poluente pode ser diferente de 200 mL.


Vamos, então, denotar por t a taxa de despoluição (no caso que estávamos estudando 
1


5
t = ). De forma geral, as constantes envolvidas no problema são:


▹▹ (1)a   o volume inicial de poluente;


▹▹ 1q t= −   1 menos a taxa de despoluição.


Muitas vezes estes valores são chamados de parâmetros do modelo. O que faremos é 


trabalhar com novos modelos em que os parâmetros não são mais 
1


5
t =  e (1) 200a =  mL, 


mas sim arbitrários.


Isso nos permitirá trabalhar e pensar em diferentes tipos de modelos para impactos 


ambientais.
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C  Agora suponha que em um lago, com volume total de 1.000.000 L (que inclui água e poluente) haja 10.000 L de poluente. 


Utilizando a mesma fórmula, calcule qual deve ser a menor taxa diária de despoluição para que a concentração de poluente 


(isto é, a razão entre o volume de poluente e o volume total do lago) seja reduzida a um nível máximo de 0,01% a partir do 


21º dia.


Resposta comentada


A  Você não deve ter tido dificuldades em encontrar a fórmula para o caso geral: 


( ) 1 1( ) 1 (1) (1)
n na n t a q a
− −= − ⋅ = ⋅


Neste caso, é fácil analisar a contribuição exponencial do parâmetro q e o papel multiplicativo de (1)a . 


Se você teve dificuldades em resolver os desafios b) e c), não se preocupe, vamos trabalhar juntos! Se não teve, vamos 


recapitular...


B  Observe que estamos procurando a menor taxa de despoluição t e, para encontrá-la, vamos determinar o parâmetro 


1q t= − .


Para isso, iremos trabalhar com as seguintes informações:


㍟㍟ volume inicial (1) 1.000a =  mL;


㍟㍟ (4) 1a ≤  mL, já que queremos que no 4º dia a concentração de poluente ( (4))a  seja menor que 1 mL.


Utilizando a fórmula geral obtida em a), temos que:


4 1 3(4) 1.000 1.000 1a q q−= ⋅ = ⋅ ≤


Esta desigualdade permite encontrar o intervalo de variação de q:


3


3


1 1
0 0


1.000 1.000
q q< ≤ ⇒ < ≤


Logo, 
1


0
10


q< ≤ , ou seja, 0 0,1q< ≤


Encontrada a variação de q, podemos determinar a variação de t (já que 1 )q t= − :


0 1 0,1t< − ≤


Isolando t,


0 1 0,1 1 1 0,9 0,9 1t t t− < − ≤ − ⇒ − < − ≤ − ⇒ < ≤


A menor taxa de despoluição para que em 4 dias haja o decréscimo indicado é 0,9 90%t = = . Os organismos que des-


poluem a água devem realizar um excelente trabalho neste caso, já que, em um único dia, 90% da água poluída deve ser 


purificada!
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Observe no gráfico que, quando n  


for maior do que 4, a quantidade de  


poluente é inferior a 1 mL


C  Observe que a concentração de poluente no lago varia dia após dia e é dada por ( )


1.000.000


a n  (é a razão entre o volume 


presente de poluente ( )a n  e o volume total do lago, que sempre permanece constante).


No primeiro dia esta razão é de 10.000 1
1%


1.000.000 100
= = . Evidentemente, no 21º dia a concentração será de (21)


1.000.000


a . Para 


reduzi-la a 
1


1
0,


0 0
01%


.00
= , devemos encontrar condições sobre a taxa de despoluição, de modo que a inequação 


(21) 1


1.000.000 10.000


a
≤  esteja verificada.


Como ( ) 1 1( ) 1 (1) (1)
n na n t a q a
− −= − ⋅ = ⋅   20(21) 10.000a q= ⋅ . Substituindo, na desigualdade acima:


20 .10.000 1


1.000.000 10.000


q
≤


Simplificando, concluímos que:
20 1


0,01
100


q ≤ =


Logo, q deve ser menor do que a raiz vigésima de 0,01.


Usando uma máquina de calcular científica, encontramos um valor aproximado:


0,7943282347q ≤


Então, 1 1 0,7943282347  0,2056717653t q= − ≥ − = (aproximadamente 20%). Assim, para que a concentração de poluente 


atinja um nível máximo de 0,01% após um período de 21 dias, a taxa de despoluição deve ser superior a aproximadamente 


20%.
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Esta última atividade nos mostrou como o modelo matemático que desenvolvemos 


nos ajuda a pensar em distintos casos de poluição ambiental. Isto é muito importante se 


considerarmos que a recuperação ambiental é uma questão de extrema relevância para 


a sociedade atual. 


Então, que tal repensar a forma de ensino de variados conceitos matemáticos, a partir 


da simulação de um impacto ambiental, em sua sala de aula?


Foi isso o que buscamos mostrar ao longo deste Ciclo! É esse desafio que estamos 


propondo!


Conclusão
A questão ambiental está na ordem do dia. Muitos profissionais têm debatido sobre 


como a Educação Ambiental deve ser inserida nos currículos das escolas. Uma das propos-


tas é que ela seja trabalhada por toda a comunidade escolar. Nesse sentido, a proposta 


de utilizar o modelo de despoluição de um lago para ensinar conceitos matemáticos para 


alunos da Educação Básica de certa forma atende a essa demanda. Essa proposta possibi-


lita um trabalho contextualizado, que pode integrar diferentes campos do conhecimento.


Em geral, quando se fala de contextualização em Matemática, refere-se apenas à con-


textualização de conceitos matemáticos em relação a outras áreas de conhecimento ou 


a situações do dia a dia. Entretanto, há outra forma de contextualização que, apesar de 


receber menos destaque, é tão ou mais importante: a contextualização interna, em relação 


à própria Matemática.


Na Educação Básica é fundamental localizar conceitos matemáticos no contexto da 


própria disciplina. Dessa forma, os alunos podem formar uma visão da Matemática como 


um corpo organizado de conhecimento, em que as ideias se relacionam e dependem umas 


das outras, e não como a justaposição de partes estanques.


No processo de construir nossa modelagem matemática, buscamos também atender a 


essa demanda, que consideramos fundamental. Nesse sentido, promovemos a integração 


entre conceitos como progressões geométricas, funções exponenciais e logaritmos. Essa 


integração se deu de forma natural, como um processo necessário para nos levar à com-


preensão de um problema ambiental.


Sendo assim, a abordagem que propusemos neste desafio pode enriquecer a com-


preensão dos alunos, já que fornece uma contextualização dos conceitos utilizados em 


relação não só a problemas concretos (no caso, a despoluição), como também em relação 


à própria Matemática (isto é, com que contextos matemáticos os conceitos se relacionam).


Esperamos que, a partir das atividades realizadas neste desafio, você possa encontrar, 


juntamente com seus alunos, novos horizontes para o processo de ensino e aprendizagem 


da Matemática. E, acima de tudo, desejamos que você se sinta encorajado a criar e aplicar 


atividades diferenciadas nas suas salas de aula!
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Resumo


▹▹ A etapa de resolução do modelo matemático da despoluição de um lago possibilita 


a abordagem contextualizada e integrada de conceitos e ferramentas matemáticas 


como: logaritmo, progressão geométrica, função exponencial, representação gráfi-


ca, e noção intuitiva de limite;


▹▹ Essa abordagem está relacionada tanto à contextualização dos conceitos matemáti-


cos em relação a outras áreas de conhecimento, ou a situações do dia a dia, quanto 


à contextualização interna, em relação à própria Matemática;


▹▹ Para a resolução do modelo foi utilizada uma formulação fechada (PG). Essa fórmula 


foi elaborada a partir da equação recursiva construída no Ciclo 1;


▹▹ A fórmula fechada , 1,2,3,...)n =  permite explicitar a concentração 


de poluente ( )a n  em função do período de tempo n, e não em função da concentra-


ção em estágios anteriores, como a apresentada pela equação recursiva do Ciclo 1;


▹▹ A fórmula fechada, que expressa o termo geral da progressão geométrica de razão 


4/5 e termo inicial (1)a , é uma forma interessante de estudar progressão geométrica 


em sala de aula;


▹▹ Para resolver o modelo de despoluição, foi preciso resolver equações e inequações 


exponenciais, onde a incógnita apareceu no expoente. Esse também é um contexto 


matemático que pode ser aproveitado na escola, para o qual o conceito de logaritmo 


se mostra como uma ferramenta importante;


▹▹ A modelagem matemática auxilia na exploração da linguagem gráfica com os alunos 


do Ensino Médio, pois permite a construção e análise de variados tipos de gráficos, 


bem como do estudo da relação entre eles;


▹▹ A representação gráfica da fórmula fechada apresenta a quantidade de poluente em 


função dos períodos de tempo, e pode ser caracterizada como uma função exponen-


cial. Esta representação gráfica demonstra que o modelo de despoluição construído 


representa uma função exponencial decrescente; 


▹▹ Esta representação indica, ainda, uma tendência futura para o nível zero de quanti-


dade de poluente. Esta é uma tendência que corresponde à nossa realidade expe-


rimental;


▹▹ A representação gráfica associada à equação recursiva (reta) constitui outra forma 


útil para analisar o que ocorre com a quantidade de poluente quando o tempo 


tende ao infinito; 


▹▹ A equação recursiva relaciona a quantidade de poluente em determinado período de 


tempo com a quantidade de poluente no período anterior. Nesse gráfico, as abscissas 


são as entradas ( )a n  e as ordenadas são as saídas ( 1)a n+ ;


▹▹ As representações gráficas da fórmula fechada e da equação recursiva descrevem o 


mesmo fenômeno, mas são diferentes porque as variáveis independentes de cada 


uma delas não são as mesmas. Este é um ponto interessante para ser trabalhado 


em sala de aula;
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▹▹ A etapa de validação do modelo de despoluição do lago é importante para entender 


se o modelo desenvolvido corresponde ao que ocorre na realidade. Nesta etapa é 


preciso verificar se os dados gerados pelo problema correspondem ao que pode ser 


medido empiricamente, ou seja, se as fórmulas e as representações gráficas cons-


truídas correspondem ao que ocorreu no lago-modelo do experimento realizado 


no Ciclo 1;


▹▹ Os cálculos realizados e as abordagens gráficas indicam que, com o passar do tem-


po, a concentração de poluente no lago tende a zero. Ou seja, ( )a n  converge para 0 


quando n tende para o infinito. Este fato auxilia na validação de nosso modelo, pois 


foi justamente o que ocorreu, empiricamente, quando efetuamos sucessivas trocas 


de água poluída por água límpida;


▹▹ Podemos desenvolver o problema do lago poluído com outros valores para as cons-


tantes envolvidas. A taxa de despoluição pode ser diferente de 1/5, assim como a 


quantidade inicial de poluente pode ser diferente de 200 mL;


▹▹ O trabalho com a modelagem matemática pode ser considerado uma proposta 


inovadora para o ensino da Matemática nas escolas. Nesta proposta, conceitos ma-


temáticos, que comumente são memorizados pelos alunos, aparecem naturalmente 


como uma ferramenta necessária para obter respostas para questões matemáticas 


que surgem a partir de um problema concreto; 


▹▹ Esse trabalho possibilita repensar o que usualmente é realizado nas escolas, quando 


os conceitos matemáticos são primeiramente introduzidos para, só depois, serem 


apresentadas suas aplicações;


▹▹ Na abordagem que estamos propondo, ao contrário, os conceitos surgem natural-


mente para resolver um problema real.
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Orientações sobre avaliação


Lembramos que estão à sua disposição, nos recursos do Ambiente Virtual do 


Matem@tica na Pr@tica, atividades por meio das quais você poderá desenvolver e com-


plementar seus estudos. Sua participação ali é imprescindível, pois nesse recurso interativo 


está inserido todo o registro de sua avaliação.


Com o propósito de orientar e fazer uma síntese, listamos os itens de conteúdo e ha-


bilidades que fazem parte dessa avaliação. 


Após ter realizado o modelo de despoluição, você deverá ser capaz de:


▹▹ Reconhecer como foi simulado um fenômeno natural como preparação para sua 


modelagem matemática;


▹▹ Construir o material didático necessário para investigar a situação simulada e traçar 


os passos dessa investigação;


▹▹ Determinar os cálculos matemáticos que descrevem a despoluição no modelo da 


simulação;


▹▹ Identificar as hipóteses simplificadoras adotadas para a realização desse experimento;


▹▹ Identificar a modelagem matemática (e suas etapas) como uma forma de aplicar a 


linguagem matemática a problemas da vida real;


▹▹ Delinear o que são equações recursivas e como elas aparecem na simulação;


▹▹ Reconhecer as outras técnicas matemáticas que são usadas no modelo, como pro-


gressões geométricas, logaritmos, gráficos e limites;


▹▹ Adaptar as atividades propostas para sua realidade escolar e propor estratégias 


criativas para essa transposição.


Lembramos que a avaliação não se destina apenas a aferir conhecimentos e participa-


ção. Ela é importante para apontar novos caminhos e para a correção de rumos, tanto para 


os próprios participantes como para as equipes aplicadoras e proponentes desse curso.
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Encerramento


Chegamos ao final dos ciclos 1 e 2 do experimento “modelo de despoluição”. Espera-


mos que você tenha aproveitado todo o conhecimento desenvolvido para refletir sobre o 


ensino de Matemática, bem como sobre seu trabalho cotidiano na sala de aula. 


Ao longo deste estudo, abordamos importantes conceitos da Matemática com o obje-


tivo de mostrar que podemos contextualizar e repensar seu ensino na escola. Desejamos 


que ele tenha sido apenas o início das suas reflexões e experimentações pedagógicas e 


que você possa continuar o seu trabalho como professor criando e incorporando novas 


propostas. 


O “modelo de despoluição” continua no Ciclo 3, em conjunto com os outros dois expe-


rimentos, o jogo dos discos e o desafio geométrico. Você está convidado a aplicar em sala 


de aula um dos três experimentos. Para auxiliá-lo, disponibilizamos sugestões de aulas no 


Portal do Professor do MEC. A apresentação do Portal do Professor será feita no Ciclo 3 


e pode contribuir no seu trabalho de docência. Neste espaço do Portal do Professor, você 


poderá buscar recursos e debater com outros professores, trocando e pensando constan-


temente sobre o ensino de Matemática e sobre a educação no Brasil.


Mas nossos trabalhos não param por aqui! Continuaremos caminhando juntos e refle-


tindo sobre a melhoria do ensino de Matemática em nossas escolas.
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2. O MODELO MATEMÁTICO 

Neste tema vamos construir uma fórmula fechada que representa 

o nosso  modelo matemático de despoluição do lago e, naturalmente, 

estudar a PG, a Função Exponencial e o Logaritmo. Leia as páginas 42 a 

58  e 71 a 74 do livro “ Modelo de Despoluição” que tratam da validação 

do modelo construído. Vale ressaltar mais uma vez, que este livro está 

disponível no repositório institucional da Universidade Federal do Mato 

Grosso e foi utilizado para o curso de especialização em Matemática da 

Universidade Aberta do Brasil e que foi linkado no tema anterior.

Para que possam compreender melhor tal assunto, assistam à 

videoaula de conteúdo organizada por nós no curso de especialização 

em Matemática da UAB. 

Se tiverem quaisquer dúvidas, lembrem-se de que estamos à 
disposição no fórum tira-dúvidas da plataforma Moodle. 

https://www.youtube.com/watch?v=HKu5Hbw-6HA


3. CICLO II - JOGOS DOS DISCOS

Apresentaremosas atividades experimentais utilizando jogos 

na matemática. 

Foram organizadas por nós para o curso de especialização em 

Matemática da Universidade Aberta do Brasil - UAB. Na primeira videoaula, 

são feitas atividades experimentais utilizando jogos na matemática. 

Confiram!

https://www.youtube.com/watch?v=Ypq_NnoIW-4
https://www.youtube.com/watch?v=38X5yN7KcI0


4. GEOMETRIA DOS LADRILHOS

Trabalharemos agora com o tema utilizado no curso de especialização 

em Matemática da Universidade Aberta do Brasil - UAB. 

Esperamos que o curso tenha cumprido seu papel de fornecer os 

subsídios básicos para compreendam melhor a função dos jogos matemáticos 

dentro da sala de aula e os benefícios que podem trazer para o processo de ensino. 

Muito obrigado e sucesso a todos!

https://www.youtube.com/watch?v=Ypq_NnoIW-4
https://www.youtube.com/watch?v=38X5yN7KcI0
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