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1 - Introducao e contexto historico

E uma area da matematica que se encarrega de estudar as figuras no espaco, ou seja, aquelas que possuem mais de duas dimensoes. Em
geral, a Geometria Espacial pode ser definida como o estudo da geometria no espaco. Assim, como Geometria Plana, ela esta pautada nos
conceitos basilares e intuitivos que chamamos conceitos primitivos, os quais possuem origem na Grécia Antiga e na Mesopotamia (cerca de
1000 anos a.C.). Nao obstante, Pitagoras e Platao associavam o estudo da Geometria Espacial ao estudo da Metafisica e da religiao; contudo,
foi Euclides a se consagrar com sua obra “Elementos”, na qual sintetizou os conhecimentos acerca do tema até os seus dias. Entretanto,
os estudos de Geometria Espacial permaneceram estanques até o fim da ldade Média, quando Leonardo Fibonacci (1170-1240) escreve
a “PracticaGeometriae” e, séculos depois, Joannes Kepler (1571-1630) rotula o “Steometria” (stereo: volume/metria: medida) o calculo de

volume, em 1615.

GEOMETRIA PLANA PITAGORAS PLATAO EUCLIDES FIBONACCI KEPLER

Os estudos iniciais sobre Geometria Plana estao relacionados a Grécia Antiga, também pode ser denominada Geometria
Euclidiana em homenagem a Euclides de Alexandria (360 a.C. - 295 a.C.), grande matematico educado na cidade de
Atenas e frequentador da escola fundamentada nos principios de Platdo. Os principios que levaram a elaboracao da
Geometria Euclidiana eram baseados nos estudos do ponto, da reta e do plano. O ponto era considerado um elemento
que nao tinha definicao plausivel, a reta era definida como uma sequéncia infinita de pontos e o plano definido através
da disposicao de retas. As definicoes tedricas da Geometria de Euclides estao baseadas em axiomas, postulados,
definicdes e teoremas que estruturam a construcao de variadas formas planas. Os poligonos sao representacoes planas

gue possuem definicoes, propriedades e elementos.




2 - A Geometria Espacial ( TEXTO )

2.1 - Geometria Espacial Métrica

2.1.1 - Poliedro [ VIDEO ]

E um solido geométrico que possui limitacoes de poligonos, que dois a dois tém um lado em comum.
Sao os elementos basicos dos poliedros: faces, arestas, vértices e diagonais.

ARESTAS VERTICES DIAGONAIS

Faces € como um lado da forma geométrica espacial.

Cada face € composta de no minimo trés arestas para

poder ter uma forma definida.



https://www.youtube.com/watch?v=OV74m_JneIQ

2.1.2- Poliedros Convexos

E dito que um poliedro é convexo se esta, em relacao a uma de suas faces, todo contido no mesmo semiespaco determinado por esta mesma face.

2.1.3- Poliedros Regulares

Um poliedro € regular se suas faces sao poligonos regulares, todos com 0 mesmo numero de lados e, em cada vértice do poliedro, encontram-

se sempre 0 mesmo numero de arestas.



2.1.4 - Relagio de Euler ( TEXTO )

Em todo poliedro convexo cujo numero de vértices € V, o numero de arestas € A e o numero de faces é F, vale a relagao: V'A+ F=2

2.2- Prismas: ( VIDEO )
Na figura abaixo, temos dois planos Para cada ponto P da regiao R, vamos Assim temos:
paralelos e distintos, o € B, um poligono considerar o segmento PP', paralelo a reta
convexo R contido em o € uma reta r que r (P'e B):

intercepta o € B, mas nao R:

Chamamos de prisma, ou prisma limitado, o conjunto de todos os segmentos congruentes paralelos a r.


https://www.youtube.com/watch?v=OiKBLTY9tlM

Elementos do prisma

Dados o prisma a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:

* bases: as regioes poligonaisR e S

e altura: a distancia h entre os planos

* arestas laterais: os segmentos AA} BB, CC; DD; EE:
» faces laterais: os paralelogramos AA'BB, BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E, EE'A'A

Classificacao

Um prisma pode ser:

. reto: quando as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases;
. obliquo: quando as arestas laterais sao obliquas aos planos das bases.

Veja:

PRISMA RETO PRISMA OBLIQUO



Chamamos de prisma regular todo prisma reto cujas bases sao poligonos regulares:

PRISMA REGULAR TRIANGULAR PRISMA REGULAR HEXAGONAL

Observacao: As faces de um prisma regular sao retangulos congruentes.

Seccao

Um plano que intercepte todas as arestas de um prisma determina nele uma regiao chamada
seccao do prisma.

Seccao transversal € uma regiao determinada pela intersec¢cao do prisma com um plano
paralelo aos planos das bases (figura 1). Todas as seccOes transversais sao congruentes
(figura 2).

FIGURA 1 FIGURA 2




Areas

Num prisma, distinguimos dois tipos de superficie: as faces e as bases. Assim, temos de
considerar as seguintes areas:

a) area de uma face (A;): area de um dos paralelogramos que constituem as faces;

b) area lateral (A ): soma das areas dos paralelogramos que formam as faces do prisma.

No prisma regular, temos: A =n.A_(n = namero de lados do poligono da base)

c) area da base (A,): area de um dos poligonos das bases;

d) area total (A)): soma da area lateral com a area das bases

A=A +2A
Vejamos um exemplo.

Dado um prisma hexagonal regular de aresta da base a e aresta lateral h, temos:




2.4- Paralelepipedo

Todo prisma cujas bases sao paralelogramos recebe o nome de paralelepipedo. Assim,
podemos ter:

A) PARALELEPIPEDO OBLIQUO B) PARALELEPIPEDO RETO

Se o paralelepipedo reto tem bases retangulares, ele € chamado de paralelepipedo reto-
retangulo, ortoedro ou paralelepipedo retangulo.

Paralelepipedo retangulo

Seja o paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢ da figura:

Temos quatro arestas de medida a, quatro arestas de medida b e quatro arestas de medida c;
as arestas indicadas pela mesma letra sao paralelas.




Diagonais da base e do paralelepipedo

Considere a figura a seguir:

db = diagonal da base
dp = diagonal do paralelepipedo

Na base ABFE, temos:

No triangulo AFD, temos:



Area lateral

Sendo AL a area lateral de um paralelepipedo retangulo, temos:

A=ac +bc +ac + bc = 2ac + 2bc =A = 2(ac + bc)

Area total

Planificando o paralelepipedo, verificamos que a area total € a soma das areas de cada par de
faces opostas:

A= 2(ab + ac + bc)



Volume

O volume de um paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢ € dado por:

Como o produto de duas dimensoes resulta sempre na area de uma face e como qualquer face

pode ser considerada como base, podemos dizer que o volume do paralelepipedo retangulo é
o produto da area da base AB pela medida da altura h:

2.5- Cubo

Um paralelepipedo retangulo com todas as arestas congruentes ( a= b = ¢) recebe 0 nome de

cubo. Dessa forma, as seis faces sao quadrados.



Diagonais da base e do cubo

Considere a figura a seguir:

dc = diagonal do cubo
db = diagonal da base

Na base ABCD, temos:

No triangulo ACE, temos:



Area lateral

A area lateral A € dada pela area dos quadrados de lado a:

A =4a?

Area total

A area total A_é dada pela area dos seis quadrados de lado a:

A =6a>

Volume

De forma semelhante ao paralelepipedo retangulo, o volume de um cubo de aresta a € dado por:

V=a.a.a=2a°



2.6 - Generalizacao do volume de um prisma

Para obter o volume de um prisma, vamos usar o principio de Cavalieri (matematico italiano,
1598 - 1697), que generaliza o conceito de volume para solidos diversos.

Dados dois sélidos com mesma altura e um plano a, se todo plano B, paralelo a a, intercepta
0s solidos e determina seccoes de mesma area, 0s solidos tém volumes iguais:

Se 1 é um paralelepipedo retangulo, entao V, = A_h.

Assim, o volume de todo prisma e de todo paralelepipedo é o produto da area da base pela
medida da altura:

=A_h

prisma B



2.7- Cilindro ( VIDEO )

Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos, o € B, um circulo R contido em a e
uma reta r que intercepta a e B, mas nao R:

Para cada ponto C da regiao R, vamos considerar o segmento cC', paralelo a retar (C' € B):



https://www.youtube.com/watch?v=rAvR4cTU8W4

Assim, temos:

Chamamos de cilindro, ou cilindro circular, o conjunto de todos os segmentos CC' congruentes

e paralelosar.

Elementos do cilindro

Dado o cilindro a seguir, consideramos o0s seguintes elementos:

bases: os circulos de centro O e O’e raios r
altura: a disténcia h entre os planos o e B

geratriz: qualquer segmento de extremida-
des nos pontos das circunferéncias das
bases (por exemplo, AA ) e paralelo a reta r



Classificacao do Cilindro

Um cilindro pode ser:

 circular obliquo: quando as geratrizes sao obliquas as bases;

 circular reto: quando as geratrizes sao perpendiculares as bases.
Veja:

O cilindro circular reto € também chamado de cilindro de revolucao, por ser gerado pela rotacao

completa de um retangulo por um de seus lados. Assim, a rotacao do retangulo ABCD pelo lado
BC gera o cilindro a seguir:

A reta BC contém os centros das bases e é o eixo do cilindro.



Seccao
Seccao transversal € a regiao determinada pela interseccao do cilindro com um plano paralelo
as bases. Todas as secc¢oes transversais sao congruentes.

Seccao meridiana é a regiao determinada pela interseccao do cilindro com um plano que
contém o eixo.




Areas

Num cilindro, consideramos as seguintes areas:
a) area lateral (A))
Podemos observar a area lateral de um cilindro fazendo a sua planificacao:

Assim, a area lateral do cilindro reto cuja altura é h e cujos raios dos circulos das bases sao r
€ um retangulo de dimensodes 2mnr e h:

AL=2|1rh

b) area da base (A,): area do circulo de raio r
— rry2
A, =mr
c) area total (A,): soma da area lateral com as areas das bases

A=A +2A_ =2nrh+2mr*=2mr (h+r)



Volume

Para obter o volume do cilindro, vamos usar novamente o principio de Cavalieri.

Dados dois sélidos com mesma altura e um plano o, se todo plano B, paralelo ao plano «,

intercepta os sélidos e determina seccoes de mesma area, os sélidos tém volumes iguais:

Se 1 é um paralelepipedo retangulo, entao V, = A_h.
Assim, o volume de todo paralelepipedo retangulo e de todo cilindro é o produto da area da
base pela medida de sua altura:

Vv = ABh

cilindro

No caso do cilindro circular reto, a area da base € a area do circulo de raio r A=T r?;

portanto seu volume é:



Cilindro equilatero

Todo cilindro cuja seccao meridiana € um quadrado ( altura igual ao diametro da base) é
chamado cilindro equilatero.

2.8 - Cone circular

Dado um circulo C, contido num plano , e um ponto V ( vértice) fora de a, chamamos de cone
circular o conjunto de todos os segmentos WD, PeC.




Elementos do cone circular

Dado o cone a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:

Altura: distancia h do vértice V ao plano «;

Geratriz (g): segmento com uma extremidade
no ponto V e outra num ponto da circunferéncia;

Raio da base: raio R do circulo;

Eixo de rotacao: reta VO determinada pelo
centro do circulo e pelo vértice do cone.

Cone reto

Todo cone cujo eixo de rotacao é perpendicular a base € chamado cone reto, também
denominado cone de revolucao. Ele pode ser gerado pela rotacao completa de um triangulo
retangulo em torno de um de seus catetos.

Da figura, e pelo Teorema de Pitagoras, temos a seguinte relacdo: g, = h, + R,




Seccao meridiana

A seccao determinada, num cone de revolucao, por um plano que contém o eixo de rotacao €
chamada seccao meridiana.

Se o tridangulo AVB for equilatero, o cone também sera equilatero:




Areas

Desenvolvendo a superficie lateral de um cone circular reto, obtemos um setor circular de raio
g e comprimento [ =2mr:

Assim, temos de considerar as seguintes areas:

a) area lateral (A ): area do setor circular

b) area da base (A,): area do circulo do raio R

c) area total (A ): soma da area lateral com a area da base



Volume

Para determinar o volume do cone, vamos ver como calcular volumes de sélidos de revolucao.
Observe a figura:

d = distancia do centro de gravidade (CG) da sua
superficie ao eixo e

S = area da superficie

Sabemos, pelo Teorema de Pappus - Guldin, que, quando uma superficie gira em torno de um
eixo e, gera um volume tal que:

V=2ndS
Vamos, entao, determinar o volume do cone de revolucao gerado pela rotacao de um triangulo
retangulo em torno do cateto h:

O CG do triangulo esta a uma distancia do eixo de rotacao. Logo:



2.9- Piramides VIDEO )

Dados um poligono convexo R, contido em um plano o, € um ponto V (vértice) fora de a,

chamamos de piramide o conjunto de todos os segmentos VP=PER.

Elementos da piramide
Dada a piramide a seguir, temos 0s seguintes elementos:

Base: 0 poligono convexo R

Arestas da base: os lados AB, BC, CD,
DE, EA do poligono.

Arestas laterais: os segmentos VA, VB,
VC, VD, VE

Faces laterais: os triangulos VAB, VBC,
VCD, VDE, VEA

Altura: distancia h do ponto V ao plano


https://www.youtube.com/watch?v=bRCOcDfbC90

Classificacao
Uma piramide € reta quando a projecao ortogonal do vértice coincide com o centro do poligono
da base.

Toda piramide reta, cujo poligono da base € regular, recebe o nome de piramide regular. Ela
pode ser triangular, quadrangular, pentagonal etc., conforme sua base seja, respectivamente,

um triangulo, um quadrilatero, um pentagono etc.

Veja:

PIRAMIDE REGULAR QUADRANGULAR PIRAMIDE REGULAR HEXAGONAL

Observacoes:

1%) Toda piramide triangular recebe o nome do tetraedro. Quando o tetraedro possui
como faces triangulos equilateros, ele € denominado regular (todas as faces e todas
as arestas sao congruentes).

TETRAEDRO TETRAEDRO REGULAR




2?) A reuniao, base com base, de duas piramides regulares de bases quadradas
resulta num octaedro. Quando as faces das piramides sao tridngulos equilateros, o
octaedro é regular.

OCTAEDRO OCTAEDRO REGULAR

Seccao paralela a base de uma piramide

Um plano paralelo a base que intercepte todas as arestas laterais determina uma secc¢ao
poligonal de modo que:

e as arestas laterais e a altura sejam divididas na mesma razao;
* aseccao obtida e a base sejam poligonos semelhantes;

e as areas desses poligonos estejam entre si assim como os quadrados de suas
distancias ao vértice.




Relacdes entre os elementos de uma piramide regular

Vamos considerar uma piramide regular hexagonal, de aresta lateral | e aresta da base a:

Assim, temos:

* Abase da piramide € um poligono regular inscritivel em um circulo de raio OB = R.

* Aface lateral da piramide € um triangulo isésceles.



* Os triangulos VOB e VOM sao retangulos.

Areas

Numa piramide, temos as seguintes areas:

a) area lateral (A ): reuniao das areas das faces laterais

b) area da base ( A,): area do poligono convexo ( base da piramide)
c) area total (A): unido da area lateral com a area da base

AT = AL +AB

Para uma piramide regular, temos:

em que:




Volume

O principio de Cavalieri assegura que um cone e uma piramide equivalentes possuem volumes
iguais:

2.10- Troncos (. VIDEO )

Se um plano interceptar todas as arestas de uma piramide ou de um cone, paralelamente as
suas bases, o plano dividira cada um desses s6lidos em dois outros: uma nova piramide e um
tronco de piramide; e um novo cone e um tronco de cone.

Vamos estudar os troncos.

Tronco da piramide

Dado o tronco de piramide regular a seguir, temos:

. as bases sao poligonos regulares paralelos e semelhantes;

. as faces laterais sao trapézios isésceles congruentes.


https://www.youtube.com/watch?v=xYyXQVssPX0

Areas
Temos as seguintes areas:

a) area lateral (A ): soma das areas dos trapézios isosceles congruentes que formam as faces
laterais

b) area total (A): soma da area lateral com a soma das areas da base menor (A ) e maior (A,)

AT = AL+ AB+ Ab

Volume

O volume de um tronco de piramide regular é dado por:

VT=%(AB+Ab+ qABAb)

Sendo V o volume da piramide e V' o volume da piramide obtido pela seccao € valida a relacao:

<<
I
T =

(%)



Tronco do cone

Sendo o tronco do cone circular regular a seguir, temos:

* as bases maior e menor sao paralelas;
* a altura do tronco é dada pela distancia entre os planos que contém as bases.

Areas

Temos:
a) area lateral

A=T(R+ng



b) area total

Volume

Sendo V o volume do cone e V' o volume do cone obtido pela seccao sao validas as relacoes:

2.11- Esfera ( VIDEO )

Chamamos de esfera de centro O e raio R o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao

centro € menor ou igual ao raio R.

Considerando a rotagao completa de um semicirculo em torno de um eixo €, a esfera € o sélido

gerado por essa rotacao. Assim, ela é limitada por uma superficie esférica e formada por todos
0s pontos pertencentes a essa superficie e ao seu interior.


https://www.youtube.com/watch?v=d2PRIfRA450

Volume
O volume da esfera de raio R é dado por:

V==mnR3

e

w4

3 - Consideracoes finais

O estudo da geometria espacial € muito interessante e pode ser utilizado como aplicacao
utilizando por exemplo material reciclavel que é de facil aquisicao. Além disto, pode-se trabalhar
com origami, na parte computacional como GeoGebra, entre outras aplicacoes. Esperamos

que o material ajude a tirar davidas nao deixe de assistir aos videos sugeridos, pois compoem
atividade e a explicacao é de facil compreensao.

Obrigada pela consulta ao material,

Prof. Jotair Kwiatkowski Jr

Prof. Maria Regina C. M. Lopes
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