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Apresentação

Este é um material complementar à disciplina de Geometria Espacial. Neste e-book, trabalharemos com:

• Poliedros

• relação de euler

• Prismas

• ParalelePíPedos 

• Cubos

• Cilindros

• Pirâmides

• esferas

lembre-se sempre que o e-book é um material complementar aos demais materiais utilizados, tendo uma teoria básica sobre o tema geometria 
espacial. assista aos vídeos indicados, pois são interativos e com exemplos de fácil assimilação. 

os professores e tutores estão a sua disposição para tirar dúvidas. 

bom estudo a todos!!! 

Prof. Jotair Kwaitkowski Jr. 

Prof. maria regina lopes



1 - Introdução e contexto histórico 

É uma área da matemática que se encarrega de estudar as figuras no espaço, ou seja, aquelas que possuem mais de duas dimensões. em 
geral, a Geometria espacial pode ser definida como o estudo da geometria no espaço. assim, como Geometria Plana, ela está pautada nos 
conceitos basilares e intuitivos que chamamos conceitos primitivos, os quais possuem origem na Grécia antiga e na mesopotâmia (cerca de 
1000 anos a.C.). não obstante, Pitágoras e Platão associavam o estudo da Geometria espacial ao estudo da metafísica e da religião; contudo, 
foi euclides a se consagrar com sua obra “elementos”, na qual sintetizou os conhecimentos acerca do tema até os seus dias. entretanto, 
os estudos de Geometria espacial permaneceram estanques até o fim da idade média, quando leonardo fibonacci (1170-1240) escreve 
a “PracticaGeometriae” e, séculos depois, Joannes Kepler (1571-1630) rotula o “steometria” (stereo: volume/metria: medida) o cálculo de 
volume, em 1615.



2 - A Geometria Espacial 

2.1 - Geometria Espacial Métrica

2.1.1 - Poliedro 

É um solido geométrico que possui limitações de polígonos, que dois a dois têm um lado em comum.
são os elementos básicos dos poliedros: faces, arestas, vértices e diagonais.

https://www.youtube.com/watch?v=OV74m_JneIQ


2.1.2- Poliedros Convexos 

É dito que um poliedro é convexo se está, em relação a uma de suas faces, todo contido no mesmo semiespaço determinado por esta mesma face. 

2.1.3- Poliedros Regulares

um poliedro é regular se suas faces são polígonos regulares, todos com o mesmo número de lados e, em cada vértice do poliedro, encontram-
se sempre o mesmo número de arestas.

TETRAEDRO OCTOEDRO ICOSAEDRO CUBO DODECAEDRO



2.1.4 - Relação de Euler

em todo poliedro convexo cujo numero de vértices é V, o numero de arestas é a e o numero de faces é f, vale a relação:     V-A+F=2 

2.2- Prismas:

na figura abaixo, temos dois planos 
paralelos e distintos, a e b, um polígono 
convexo r contido em a e uma reta r que 
intercepta a e b , mas não r:

assim temos:Para cada ponto P da região R, vamos 
considerar o segmento  PP , paralelo à reta 
r (P ∈ b):

Chamamos de prisma, ou prisma limitado, o conjunto de todos os segmentos congruentes  paralelos a r.

https://www.youtube.com/watch?v=OiKBLTY9tlM


Elementos do prisma
dados o prisma a seguir, consideramos os seguintes elementos:

• bases: as regiões poligonais r e s

• altura: a distância h entre os planos  

• arestas das bases: os lados  ab, bC, Cd, de, ea, a b, b C, C d, d e, e a, (dos polígonos)

• arestas laterais: os segmentos  aa, bb, CC, dd, ee.

• faces laterais: os paralelogramos aa bb, bb C C, CC d d, dd e e, ee a a

Classificação
um prisma pode ser:
• reto: quando as arestas laterais são perpendiculares aos planos das bases;
• oblíquo: quando as arestas laterais são oblíquas aos planos das bases.

Veja:

PRISMA RETO PRISMA OBLÍQUO



Chamamos de prisma regular todo  prisma reto cujas bases são polígonos regulares:
 

  

PRISMA REGULAR TRIAnGULAR                                PRISMA REGULAR hExAGOnAL

observação: as faces de um prisma regular são retângulos congruentes.

Secção
um plano que intercepte todas as arestas de um prisma determina nele uma região chamada 
secção do prisma.
secção transversal é uma região determinada pela intersecção do prisma com um plano 
paralelo aos planos das bases (figura 1). Todas as secções transversais são congruentes 
(figura 2).

FIGURA 1 FIGURA 2



Áreas
num prisma, distinguimos dois tipos de superfície: as faces e as bases. assim, temos de 
considerar as seguintes áreas:
a) área de uma face (af ): área de um dos paralelogramos que constituem as faces;
b) área lateral (al ): soma das áreas dos paralelogramos que formam as faces do prisma.
no prisma regular, temos: al = n . af (n = número de lados do polígono da base)
c) área da base (aB): área de um dos polígonos das bases;
d) área total (aT): soma da área lateral com a área das bases

AT = AL + 2AB
Vejamos um exemplo.
dado um prisma hexagonal regular de aresta da base a e aresta lateral h, temos:



2.4- Paralelepípedo

Todo prisma cujas bases são paralelogramos recebe o nome de paralelepípedo. assim, 
podemos ter:

A) PARALELEPÍPEDO OBLÍQUO                        B) PARALELEPÍPEDO RETO

se o paralelepípedo reto tem bases retangulares, ele é chamado de paralelepípedo reto-
retângulo, ortoedro ou paralelepípedo retângulo.

Paralelepípedo retângulo
seja o paralelepípedo retângulo de dimensões a, b e c da figura:

Temos quatro arestas de medida a, quatro arestas de medida b e quatro arestas de medida c; 
as arestas indicadas pela mesma letra são paralelas.



Diagonais da base e do paralelepípedo
Considere a figura a seguir:

db = diagonal da base
dp = diagonal do paralelepípedo

na base abfe, temos:

no triângulo afd, temos:



Área lateral
sendo al a área lateral de um paralelepípedo retângulo, temos:

al= ac + bc + ac + bc = 2ac + 2bc =aL= 2(ac + bc)

Área total
Planificando o paralelepípedo, verificamos que a área total é a soma das áreas de cada par de 
faces opostas:

              aT= 2( ab + ac + bc)



Volume
o volume de um paralelepípedo retângulo de dimensões a, b e c é dado por:

V = abc
Como o produto de duas dimensões resulta sempre na área de uma face e como qualquer face 
pode ser considerada como base, podemos dizer que o volume do paralelepípedo retângulo é 
o produto da área da base ab pela medida da altura h:

2.5- Cubo

um paralelepípedo retângulo com todas as arestas congruentes ( a= b = c) recebe o nome de 
cubo. dessa forma, as seis faces são quadrados.



Diagonais da base e do cubo
Considere a figura a seguir:

dc = diagonal do cubo
db = diagonal da base

na base abCd, temos:

no triângulo aCe, temos:



Área lateral
a área lateral al é dada pela área dos quadrados de lado a:

al=4a2

Área total
a área total aT é dada pela área dos seis quadrados de lado a:

                    aT=6a2

Volume
de forma semelhante ao paralelepípedo retângulo, o volume de um cubo de aresta a é dado por:

V= a . a . a = a3



2.6 - Generalização do volume de um prisma

Para obter o volume de um prisma, vamos usar o princípio de Cavalieri (matemático italiano, 
1598 - 1697), que generaliza o conceito de volume para sólidos diversos.

dados dois sólidos com mesma altura e um plano  a, se todo plano b, paralelo a a, intercepta 
os sólidos e determina secções de mesma área, os sólidos têm volumes iguais:

se 1 é um paralelepípedo retângulo, então V2 = abh.

assim, o volume de todo prisma e de todo paralelepípedo é o produto da área da base pela 
medida da altura:

Vprisma = ABh



2.7- Cilindro

na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos, a e b, um círculo r contido em a e 
uma reta r que intercepta a e b, mas não r:

Para cada ponto C da região r, vamos considerar o segmento  CC , paralelo à reta r (C ∈ b): 

https://www.youtube.com/watch?v=rAvR4cTU8W4


assim, temos:

Chamamos de cilindro, ou cilindro circular, o conjunto de todos os segmentos  CC  congruentes 
e paralelos a r.

Elementos do cilindro
dado o cilindro a seguir, consideramos os seguintes elementos:

bases: os círculos de centro o e o’e raios r

altura: a distância h entre os planos a e b

geratriz: qualquer    segmento de extremida-
des nos pontos das circunferências das 
bases (por exemplo, aa ) e paralelo à reta r



Classificação do Cilindro
um cilindro pode ser:
• circular oblíquo: quando as geratrizes são oblíquas às bases;
• circular reto: quando as geratrizes são perpendiculares às bases.
Veja:

o cilindro circular reto é também chamado de cilindro de revolução, por ser gerado pela rotação 
completa de um retângulo por um de seus lados. assim, a rotação do retângulo abCd pelo lado  
BC gera o cilindro a seguir:

a reta BC contém os centros das bases e é o eixo do cilindro.



Secção
secção transversal é a região determinada pela intersecção do cilindro com um plano paralelo 
às bases. Todas as secções transversais são congruentes.

secção meridiana é a região determinada pela intersecção do cilindro com um plano que 
contém o eixo.



 Áreas
num cilindro, consideramos as seguintes áreas:
a) área lateral (al)
Podemos observar a área lateral de um cilindro fazendo a sua planificação:

assim, a área lateral do cilindro reto cuja altura é h e cujos raios dos círculos das bases são r 
é um retângulo de dimensões  2π r e h:

AL = 2π r h

b) área da base (aB): área do círculo de raio r

AB = πr2

c) área total (aT): soma da área lateral com as áreas das bases

AT = AL + 2AB = 2π r h + 2π r2 = 2π r (h+r)



Volume
Para obter o volume do cilindro, vamos usar novamente o princípio de Cavalieri.

dados dois sólidos com mesma altura e um plano a, se todo plano b, paralelo ao plano a, 
intercepta os sólidos e determina secções de mesma área, os sólidos têm volumes iguais:

se 1 é um paralelepípedo retângulo, então V2 = abh.
assim, o volume de todo paralelepípedo retângulo e de todo cilindro é o produto da área da 
base pela medida de sua altura:

Vcilindro = ABh

no caso do cilindro circular reto, a área da base é a área do círculo de raio r  aB= π r2;
portanto seu volume é:



Cilindro equilátero
Todo cilindro cuja secção meridiana é um quadrado ( altura igual ao diâmetro da base) é 
chamado cilindro equilátero.

2.8 - Cone circular

dado um círculo C, contido num plano  , e um ponto V ( vértice) fora de a, chamamos de cone 
circular o conjunto de todos os segmentos  VP, P ∈ C.



Elementos do cone circular
dado o cone a seguir, consideramos os seguintes elementos:

 
Altura: distância h do vértice V ao plano a;  

Geratriz (g): segmento com uma extremidade 
no ponto V e outra num ponto da circunferência;

Raio da base: raio r do círculo;

Eixo de rotação: reta VO determinada pelo 
centro do círculo e pelo vértice do cone.

 

Cone reto
Todo cone cujo eixo de rotação é perpendicular à base é chamado cone reto, também 
denominado cone de revolução. ele pode ser gerado pela rotação completa de um triângulo 
retângulo em torno de um de seus catetos.

 da figura, e pelo Teorema de Pitágoras, temos a seguinte relação: g2 = h2 + r2



Secção meridiana
a secção determinada, num cone de revolução, por um plano que contém o eixo de rotação é 
chamada secção meridiana.
 

se o triângulo aVb for equilátero, o cone também será equilátero:



Áreas
desenvolvendo a superfície lateral de um cone circular reto, obtemos um setor circular de raio 
g e comprimento l = 2π r :

 
assim, temos de considerar as seguintes áreas:

a) área lateral (al): área do setor circular

 
b) área da base (ab): área do circulo do raio r

 
c) área total (aT): soma da área lateral com a área da base

 



Volume
Para determinar o volume do cone, vamos ver como calcular volumes de sólidos de revolução. 
observe a figura:

d = distância do centro de gravidade (CG) da sua 
superfície ao eixo e

S = área da superfície

sabemos, pelo Teorema de Pappus - Guldin, que, quando uma superfície gira em torno de um 
eixo e, gera um volume tal que:
                                                         V = 2 π ds
Vamos, então, determinar o volume do cone de revolução gerado pela rotação de um triângulo 
retângulo em torno do cateto h:

o CG do triângulo está a uma distância   do eixo de rotação. logo:



2.9- Pirâmides

dados um polígono convexo r, contido em um plano a, e um ponto V (vértice) fora de a, 
chamamos  de pirâmide o conjunto de todos os segmentos  VP = P ∈ r.

Elementos da pirâmide
dada a pirâmide a seguir, temos os seguintes elementos:
 

Base: o polígono convexo r

Arestas da base: os lados ab, bC, Cd, 
de, ea do polígono.

Arestas laterais: os segmentos Va, Vb, 
VC, Vd, Ve 

Faces laterais: os triângulos Vab, VbC, 
VCd, Vde, Vea

Altura: distância h do ponto V ao plano

https://www.youtube.com/watch?v=bRCOcDfbC90


 
Classificação
uma pirâmide é reta quando a projeção ortogonal do vértice coincide com o centro do polígono 
da base.

Toda pirâmide reta, cujo polígono da base é regular, recebe o nome de pirâmide regular. ela 
pode ser triangular, quadrangular, pentagonal etc., conforme sua base seja, respectivamente, 
um triângulo, um quadrilátero, um pentágono etc.
Veja:

    PIRâMIDE REGULAR QUADRAnGULAR                   PIRâMIDE REGULAR hExAGOnAL

Observações:

1ª) Toda pirâmide triangular recebe o nome do tetraedro. Quando o tetraedro possui 
como faces triângulos equiláteros, ele é denominado regular (todas as faces e todas 
as arestas são congruentes).

             TETRAEDRO                                                   TETRAEDRO REGULAR



2ª) a reunião, base com base, de duas pirâmides regulares de bases quadradas 
resulta num octaedro. Quando as faces das pirâmides são triângulos equiláteros, o 
octaedro é regular.   

      OCTAEDRO                                                              OCTAEDRO REGULAR

Secção paralela à base de uma pirâmide
um plano paralelo à base que intercepte todas as arestas laterais determina uma secção 
poligonal de modo que:

• as arestas laterais e a altura sejam divididas na mesma razão;

• a secção obtida e a base sejam polígonos semelhantes;

• as áreas desses polígonos estejam entre si assim como os quadrados de suas 
distâncias ao vértice.



Relações entre os elementos de uma pirâmide regular
Vamos considerar uma pirâmide regular hexagonal, de aresta lateral l e aresta da base a:

assim, temos:

•  a base da pirâmide é um polígono regular inscritível em um círculo de raio ob = r.

• a face lateral da pirâmide é um triângulo isósceles.



• os triângulos Vob e Vom são retângulos.

 
Áreas
numa pirâmide, temos as seguintes áreas:
a) área lateral ( aL): reunião das áreas das faces laterais
b) área da base ( ab): área do polígono convexo ( base da pirâmide)
c) área total (aT): união da área lateral com a área da base
aT = al +ab

Para uma pirâmide regular, temos:
 

em que:
 
 



Volume
o princípio de Cavalieri assegura que um cone e uma pirâmide equivalentes possuem volumes 
iguais:
 

2.10- Troncos

 se um plano interceptar todas as arestas de uma pirâmide ou de um cone, paralelamente às 
suas bases, o plano dividirá cada um desses sólidos em dois outros: uma nova pirâmide e um 
tronco de pirâmide; e um novo cone e um tronco de cone.
Vamos estudar os troncos.

Tronco da pirâmide
dado o tronco de pirâmide regular a seguir, temos:
 

• as bases são polígonos regulares paralelos e semelhantes;
• as faces laterais são trapézios isósceles congruentes.

https://www.youtube.com/watch?v=xYyXQVssPX0


Áreas
Temos as seguintes áreas:
a) área lateral (al): soma das áreas dos trapézios isósceles congruentes que formam as faces 
laterais
b) área total (aT): soma da área lateral com a soma das áreas da base menor (ab) e maior (ab)

Volume
o volume de um tronco de pirâmide regular é dado por:

 
 VT =        ab + ab +    ab ab

sendo V o volume da pirâmide e V’ o volume da pirâmide obtido pela secção é válida a relação:

aT = al+ ab+ ab

h
3 (

( (

(

V       h  3

V       H =



Tronco do cone
sendo o tronco do cone circular regular a seguir, temos:

• as bases maior e menor são paralelas;
• a altura do tronco é dada pela distância entre os planos que contém as bases.

Áreas
Temos:
a) área lateral

AL = π (r + r) g



b) área total
 

Volume
 

sendo V o volume do cone e V’ o volume do cone obtido pela secção são válidas as relações:

                                         

2.11- Esfera

Chamamos de esfera de centro o e raio r o conjunto de pontos do espaço cuja distância ao 
centro é menor ou igual ao raio r.

Considerando a rotação completa de um semicírculo em torno de um eixo e, a esfera é o sólido 
gerado por essa rotação. assim, ela é limitada por uma superfície esférica e formada por todos 
os pontos pertencentes a essa superfície e ao seu interior.

https://www.youtube.com/watch?v=d2PRIfRA450


 Volume
o volume da esfera de raio r  é dado por:

Ve =     π r3

       

3 - Considerações finais

o estudo da geometria espacial é muito interessante e pode ser utilizado como aplicação 
utilizando por exemplo material reciclável que é de fácil aquisição. além disto, pode-se trabalhar 
com origami, na parte computacional como GeoGebra, entre outras aplicações. esperamos 
que o material ajude a tirar dúvidas não deixe de assistir aos vídeos sugeridos, pois compõem 
atividade e a explicação é de fácil compreensão. 

obrigada pela consulta ao material, 

Prof. Jotair Kwiatkowski Jr

Prof. maria regina C. m. lopes 

4
3



4 - Referências

manoel Paiva. Volume Único, ed. moderna, 2. ed. são Paulo, 2003.

Coleção novos Horizontes - matemática volume único, 2000; 

http://www.somatematica.com.br/ acessado em: 23-09-2015;

https://pt.wikipedia.org/wiki/leonhard_euler acessado em: 25-09-2015;

https://pt.wikipedia.org/wiki/leonardo_fibonacci acessado em: 25-09-2015;

https://pt.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%a1goras acessado em: 26-09-2015;

https://pt.wikipedia.org/wiki/euclides acessado em: 26-09-2015;

https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler acessado em: 26-09-2015;

http://www.mat.ufmg.br/ead/acervo/livros/fundamentos_de_geometria_espacial-
sergio-02.pdf acessado em: 02-10-2015;


	Avança 3: 
	Page 1: Off

	Volta 4: 
	Page 2: Off

	Avança 4: 
	Page 2: Off

	Volta: 
	Page 3: Off
	Page 41: Off
	Page 52: Off
	Page 63: Off
	Page 74: Off
	Page 85: Off
	Page 96: Off
	Page 107: Off
	Page 118: Off
	Page 129: Off
	Page 1310: Off
	Page 1411: Off
	Page 1512: Off
	Page 1613: Off
	Page 1714: Off
	Page 1815: Off
	Page 1916: Off
	Page 2017: Off

	Avança: 
	Page 3: Off
	Page 41: Off
	Page 52: Off
	Page 63: Off
	Page 74: Off
	Page 85: Off
	Page 96: Off
	Page 107: Off
	Page 118: Off
	Page 129: Off
	Page 1310: Off
	Page 1411: Off
	Page 1512: Off
	Page 1613: Off
	Page 1714: Off
	Page 1815: Off
	Page 1916: Off
	Page 2017: Off

	Texto Kepler: 
	Pitágoras A: 
	Pitágoras B: 
	Plana A: 
	Plana B: 
	Platão A: 
	Platão B: 
	Euclides A: 
	Euclides B: 
	Fibonacci A: 
	Fibonacci B: 
	Kepler A: 
	Kepler B: 
	Texto Plana: 
	Texto Pitágoras: 
	Texto Platão: 
	Texto Euclides: 
	Texto Fibonacci: 
	Arestas A: 
	Arestas B: 
	Faces A: 
	Faces B: 
	Vertices A: 
	Vértices B: 
	Diagonais A: 
	Diagonais B: 
	A face: 
	A aresta: 
	A vértice: 
	A diagonal: 
	B: 
	 vídeo 01: Off
	 texto 011: Off
	 vídeo 022: Off
	 texto 023: Off
	 vídeo 034: Off
	 vídeo 045: Off
	 vídeo 056: Off
	 vídeo 067: Off

	Cx de Texto 01: 
	Cx: 
	 de Text0 02: Off

	Volta 2: 
	Page 21: Off
	Page 221: Off
	Page 232: Off
	Page 243: Off
	Page 254: Off
	Page 265: Off
	Page 276: Off
	Page 287: Off
	Page 298: Off
	Page 309: Off
	Page 3110: Off
	Page 3211: Off
	Page 3312: Off
	Page 3413: Off
	Page 3514: Off
	Page 3615: Off
	Page 3716: Off
	Page 3817: Off

	Avança 2: 
	Page 21: Off
	Page 221: Off
	Page 232: Off
	Page 243: Off
	Page 254: Off
	Page 265: Off
	Page 276: Off
	Page 287: Off
	Page 298: Off
	Page 309: Off
	Page 3110: Off
	Page 3211: Off
	Page 3312: Off
	Page 3413: Off
	Page 3514: Off
	Page 3615: Off
	Page 3716: Off
	Page 3817: Off

	Volta 3: 
	Page 39: Off



