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Apresentacao

As midias informdticas sdo um recurso cada vez mais utilizado
no ensino de matemdtica, tanto na educac¢io bdsica como no ensino
superior. Em especial, os softwares de geometria dinimica permitem
ao aluno construir, manipular e tracar conjecturas, na resolu¢io de

exercicios ou demonstra¢io de alguns teoremas.

As Diretrizes Curriculares para Educacio Bésica do Parani (DCE)
apresentam as Midias Tecnolégicas como uma tendéncia metodoldgica
em Educa¢io Matemitica que “[...] dinamizam os conteddos curricu-

lares e potencializam o processo pedagégico.” (DCE, 2008, p. 65).

Partindo dessas premissas, nesse e-book, sio apresentadas suges-
toes de atividades para sala de aula, utilizando o soffware livre Geo-
Gebra que tem uma interface amigavel e a possibilidade de abertura
de vérias janelas (algébrica, CAS, grifica, planilha), simultaneamente.
Esse ultimo atributo do soffware possibilita que o aluno experimente e
acompanhe as alteracoes nos objetos graficos e algébricos, em estudo.

As atividades propostas sido focadas no estudo do logaritmo e da
funcido logaritmica, muitas vezes incégnitos no ensino médio. Nas
Diretrizes Curriculares da Educa¢io Bisica do Parand (DCE) o lo-
garitmo faz parte dos contetdos estruturantes Nimeros e Algebra e

Funcées (PARANA, 2008).

Aproveitem esse material!l Bom estudo a todos!




1. O GeoGebra
GCecGebra

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um soffware livre
de geometria dinamica e algebra, desenvolvido para o ensino e apren-
dizagem da matematica. O soffware tem recursos para desenvolver ati-
vidades desde a educac¢io bésica até o nivel universitirio. No GeoGebra
sdo construidos, graficos, tabelas, textos, cdlculos simbdlicos, entre ou-
tros. Escrito em JAVA e disponivel em portugués é multiplataforma e
pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

Aqui vocé encontra o manual, atividades, roteiro de instalagio etc.

Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro

Aqui estdo disponiveis para download textos e videoaulas sobre as

ferramentas e construc¢bes no sofz‘ware.

O GeoGebra | Site voltado ao software GeoGebra



http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
www.ogeogebra.com.br
http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
www.ogeogebra.com.br

1.1 As Janelas do GeoGebra

Janela de algebra: para exibicdo e manipulagio de dados algé-
bricos (fungdes, coordenadas, equagdes, medidas etc.) dos objetos

construidos. .,
Janela de entrada: para insercio dos comandos algébricos do soffware.

Janela de visualizacao: para representacoes grificas de fungdes,

pontos, vetores, poligonos etc.
Janela CAS: para cédlculos algébricos e simbdlicos.

Planilha: para organiza¢io de dados.
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O logaritmo surgiu no comego do século XVII, de maneira inde-
pendente, nos estudos do matemadtico escocés John Napier (1550-1617)
e do matemdtico suico Jost Birgi (1552 — 1632), como um instrumento
auxiliar de cdlculo da multiplicacdo e divisdo de grandes nimeros, por
ter a propriedade de transformd-las em operagdes mais simples como
a adicdo e subtracio.

Esses estudos foram baseados nas descobertas do matemaitico ale-
mio Michael Stifel (1487-1567) que comparou em uma tabela os dados
de uma progressio aritmética (PA) e uma progressio geométrica (PG).
Seus resultados foram publicados no livro Aritmética Integra.

Figura 1 - John Napier, Jost Biirgi e Michael Stifel

Fonte: Wikipedia.




Na tabela de Stifel, a primeira linha corresponde a PA de base 1 e
a segunda linha a PG de base 2

Figura 2 - Tabela PA e PG de Stifel v

PA

Fonte: Wikipedia.

Na operacio: gx 64 efetuamos a adicdo —3+ 6 = 3 e localizamos o
3 na linha da PA (primeira linha). O resultado da operagio é o valor
8, imediatamente abaixo de 3 na linha da PG (segunda linha).

Na operagio 16 + 4 efetuamos a subtracido 4 —2 = 2 e localizamos o

2 na linha da PA. O resultado da operagio é 4, imediatamente abaixo

de 2 na linha da PG (segunda linha).

Michael Stifel verificou que o produto na PG, correspondia a uma adi-
¢ao na PA e que uma divisdo na PG correspondia a uma subtragio na PA.




Na notagio atual: ™

logp(xy) = logpx + logyy
c

X
logy (}) = log,x — logpy

Napier, baseado nos estudos dos matematicos citados, usou uma e,
PG de razdo muito pequena, a = 0,999000 e calculou as poténcias de a?
até a*° para construir a tabela.

Definiu:

Naplog(0,999000) =1
Naplog(0,998001) = Naplog (0,999000)* = 2
Naplog(0,997003) = Naplog (0,999000)% = 3

Naplog(0,999000) = Naplog(0,999000)°° = 50

Figura 3 - Tabela Logaritmica de John Napier

0,999000
0,998001
0,997003
0,996006
0,995010
0,994015
0,993021
0,992028
0,991036
0,990045

0989055 11 |0,97/9209 21 | 0,969461 31| 0,959809 41
0988066 12 | 0,978229 22| 0,968491 32| 0,958850 42
0,987/078 13 | 0977251 23 [0,967523 33| 0,957891 43
0986091 14 | 0976274 24 [ 0,966555 34| 0956933 44
0985105 15| 0,975298 25| 0,965589 35| 0,955976 45
0984119 16 | 0974322 26| 0,964623 36 | 0,955020 46
0,983135 17 | 0,973348 27 | 0,963658 37 | 0,954065 47
0982152 18 | 0972375 28 | 0,962695 38 | 0,953111 48
0981170 19 | 0971402 29 (0961732 39 | 0,952158 49
0980189 20| 097/0431 30| 0,96077/0 40 ] 0,951206 50

O o0 = o W MY e
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=

Fonte: Wikipedia.




No artigo: John Napier, Henry Briggs e a invengio do logaritmos do
professor Jodo Sampaio, sdo contados detalhes da construgio da tabela
e da visita do matematico Henry Briggs a Napier para a construgio da
tabua de logaritmo de base 10.

John Napier, Henry Briggs e a invencdo do logaritmos



https://www.dm.ufscar.br/~sampaio/logshistoria.PDF
https://www.dm.ufscar.br/~sampaio/logshistoria.PDF

2. O logaritmo
2.1 O logaritmo hoje

Ha aqui, a defini¢do e algumas propriedades do logaritmo.

Defini¢do: O logaritmo de um nimero x >0 em relagio a uma
base, b >0 e b=1 é o numero y, tal que:

y=logy(x) & by =x
onde:

x é o logaritmando

y éo logaritmo

Da defini¢io, entende-se que o logaritmo é o expoente de certa

poténcia.
Exemplo:
log,8 =3 pois 2° =8
Propriedades:
i) logy1 =0 iv) blogs(® = x
i1)  logyb =1 v) logy(xy) = logyx + logyy

i1l)  log,h* = x vi) logy (i) = logpx — logyy




No GeoGebra, usam-se os comandos para as bases:

Tabela 1 - Comando para bases no GeoGebra

2 log2( <x> )

10 logl0( <x> )

e log( <x> ) ou In( <x> )
Base qualquer log( <b> , <x> )

Fonte: A autora.

2.2 A fungio logaritmica

Uma funcio real f:R*, - R, f(x) =log,(x) é chamada de funcio
logaritmica, onde b >0, b =1 e x > 0.

Ha uma relagio entre a fungio entre a f(x) = log,(x) e a funcgio
g(x) ==, Sem perda de generalizaciio, na figura 4 é apresentado no
GeoGebra uma atividade utilizando o log na base e. Observe que In(x)

’, ’ 1 o
é a drea sob a curva - no intervalo [1,x].




1

Figura 4 - Relagao entre as funcoes f(x) = log,(x) e g(x) = -
x | In(x) _ } .
1 0 A relacao entre a funcao fx) =ln(z) ¢

1 L,

2 [0.693 7 g(z) = - ¢é dada por: “’Q,’
3 1.099
4 |1.386 1
5 |1.609 In(3) = area sob a curva = em [1.3] = 1.099
6 1.792 | 5] 1
7 |1.946 In(10) = drea sob a curva —em [1.10] = 2,303
8 | 2.079 i
9 2.197
10 | 2.303 e

0.54

Area[1,10] = 2.303

2.303

T T T T T T T }
-1 0 L 2 4 3 4] T 8 9 0 11

Area [1,3]=1.099

Fonte: A autora.

2.3 A fungio f(x) = log,(x) é a inversa da funcio
f(x) = b*

Atividade 1: Construir as func¢des f(x) = In(x) , g(x) =e* e y = x. Ob-
serve a simetria da reta do grafico dessas fun¢des em relagio a identi-
dade. Qual é o dominio e a imagem das fungdes f e g?




Figura 5 — A inversa da fungio g(x) = ¢

A =(2.02, 7.54) P Atividade: Inversa da funciao €” .
i R Pid 1) Na janela de entrada: f(z) = In(z) f@»"
R i~ 2) Na janela de entrada: f(x) = e” *
6 b3 . P # 3) Na janela de entrada: Y = 7T
£ " 4) Marque ponto A na curva de [ (z) =In(z)
<l i ; 23 5) Trace uma reta perpediculara ¥ = 7

passando por A

f(w) — em 4 N CB =3.9
o o 5 M 6) Os pontos B e C estao determinados
P s, 7) Verifique que:
N ;7 Do distancia (A,C)=distancia (C,B)

B =(7.54, 2.02)

g(x)=In(x)

s =21

Fonte: A autora.

Atividade 2: Vamos usar a janela de cdlculo simbélico (CAS) do Geo-

Gebra. Para tanto, no comando Exibir, selecionar a janela CAS.

Construir, na janela CAS as fungdes f(x) = In(x), g(x) =e* e as
funcdes compostas f(g(x) e g(f(x)).

Observe que o resultado é f(g(x))=g(f (x)) = x. Serd que esse resul-
tado ¢ valido para outras funcoes e suas inversas? Faga alguns testes!




Figura 6 - Cilculo algébrico da inversa da funcao e*

—] = W ]! | X=|X= | u_|
i | |}/3-5] {( )} \h o | f‘.v ‘.’_’..Lv i o-.,é}
b Janela CAS b Janela de Visualizacdo
1| fod=Inco 7
G| = f(x) :==1In(x) Atividade: Inversa usando a composta ; f@»
i3 — T
g0 1= e il g(x) =e Na janela CAS digite as fungdes, f, g, "?;
2 e as compostas defeg
&l - elx) =€ 5 Lembre-se de usar :=
3 | whad:=f(gba)
il
@ | - wix):=x
1g(@) = 9(f@)) =@
g | hix):=glf(x)) ER
@ | - h(x):=x :
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Al
s
3
e
i f
Entrada:|| @H ®

Fonte: A autora.

2.4 Solugiao algébrica e grafica de uma equacio
exponencial usando a inversa logaritmo
Atividade: Resolva a equagdo 2=7 algebricamente e geometricamente.

Vamos trabalhar com as 3 janelas abertas: a Algébrica, a CAS e a
de Visualizacio.




Figura 7 - Solu¢io da equagio exponencial 2* =7

N e ! [ o s 2 T 2 [

%

ol v ol IS v aF v V) - af 0 _"@
¥ Janela de Algebra [x] i  Janela CAS i ¥ Janela de Visualizagéo
= Fungo Al 1 [ e :
@ flx)=3 : : e s o 7
@ () =7 T —— Atividade: 5esolugao algébrica e geométrica da .
= Ponto | e | equacédo: 3" =7 .
= i n 2 E ;
A A-0TN2, DO {x = %} | 1) Exibir janela CAS. Usar o comando: , » -,
: | ResolverNumericamente[3"x=7,x] ’
5 ) - i . — T —_
{| 2 | ResolverNumericamente[2”x=7] /| 2) Na janela de entrada: fz) =38 ¢ g(x) =7 g
o | - {x=2.80735} A interseccdo entre as curvas é a solucédo da equacéo.
5 ; (1.77124, 7)
a
Solucao: * = 1.77124
54
54
Obs: Podemos usar diretamento o comando ResolverNumericamente. 44
Aqui usamos inicialmente o comando Resolver somente para
mostrar que a solugdo € uma divisdo de logaritmos..
34
24
/
: : ETRER 8 -7 i 5 s 23 2 B 0 1 Z B 1 5 13 7
q] Il v q] I e
Entrada:| ¢| (K]

Fonte: A autora.

2.5 Atividade: PA, PG e a func¢io f(x) = In(x)

Atividade: Construa grifico de f(x) = In(x) e identifique no eixo x
uma PG com primeiro termo igual a 1 e razdo igual a 2. Construa
uma tabela na planilha do GeoGebra e coloque na primeira coluna
os 5 primeiros termos x dessa PG e na segunda coluna os valores
de f(x) = In(x). O que vocé observa com rela¢do aos valores das duas
colunas?




Figura 8 - PA, PG e a funcio logaritmica

7
x | In(x) Atividade: PA e PG e funcao Ln
1 |0 61 1)Na janela de entrada: f(x)=In(x)
2 07 2)Marque os pontos da PG: 1.2,4,8,16 no eixo x
4 1.4 5- 3)Marque os pontos In(x) para os pontos da PG
8 |21 do item 2.
16 | 2.8 4
3
28 e e e e e e e e e = i ——————————————— . .
PA f(x)=In(x) .
-3 -2 9 10 11 12 13 14 15 * 17 18

Fonte: A autora.

Observe que, por meio da fungio In(x), a PG:(1,2,4,8,16) de razio 2
é transformada em uma PG:(0.7,1.4,2.1) de razdo In(2) = 0.7. Neste caso,
a func¢io In(x) transforma produto em soma.




2.6 As bases da funcio: a influéncia da base na
func¢io logaritmica

Atividade 1: Construa no GeoGebra os grificos da fungio logarit- .,
mica com as base: 2, 10 e e = 2,7182818. Em qual base a fungio cresce
mais rapidamente?

Figura 9 - Bases 2, 3 e e da funcio logaritmica

Atividade: Grafico da funcao log nas bases 2, 10, e.

= x | loga(x) | In(x) | logio(x) 1) Na janela de visualizagdo: construir as funcdes
1[0 0 0 f, g, h
7 21 0.69 | 0.3 2) Exibir planilha
3 ;'58 13119 gga 3) Usar a planilha como no Excel. Construir as colunas
& 5 2.3 1.61 0'7 x e log nas bases 2, 10, e.
- - - 4) Na planilha, selecionar as colunas e com o botao
6 | 2.58 1.79 | 0.78 3
54 direito, selecionar a opc¢ao: Criar --> Tabela.

15 16 17 18 19 20 21 22 23

Fonte: A autora.




Atividade 2: Vamos testar outras bases (b) com a utiliza¢do da ferra-

menta controle deslizante.

a) Qual a relagdo entre a base b e o fato da fun¢io log ser crescente

ou decrescente?

b) Que resposta o GeoGebra dd quandob=0eb =17

Figura 10 - Variaciao da base b com controle deslizante

deslizante

3) Varie b.

4| Atividade: Variacao da base b com controle

s4| 1) Contrua um controle deslizante b com variacao
de 1 a 13 e incremento 0.1

+J|| 2) Na janela de entrada: f(z) = logy(z)

b=3.5

-3

Fonte: A autora.
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2.7 A translacio no grifico da fung¢io logaritmica

Atividade 1: Translacio vertical

Construa o griafico da fungdo f(x)=In(x) e a translagio g
g(x) = In(x) + k onde k é um numero real.

Figura 11 - Translagio vertical da funcao logaritmica

k=-2 Translacao da funcao log
e = 1) Na janela de entrada: f(z) = logio(x)
2) Crie controle deslizante k
3) Na janela de entrada: g(z) = logi(x) + k
4) Na janela de entrada: x=1
5) Com o botao direito, anime o controle
deslizante K.
O que vocé observa no grafico da funcao
g em relacao a funcao f?

g1(x) = logro(x) + 2

f(x) = logo(x)

1- _._#
IS
: 0 / :
; / -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
—— e ——————
oy g -1 /
g(x) = logio(x) — 2
% /’

-3

91

Fonte: A autora.




Atividade 2: translagio horizontal

Construa o grifico da fungio f(x)=In(x) e a translagio
g(x) =In(x + k) em que k ¢ um nimero real. Compare o grifico das
funcdes feg. O que se observa com relagio a raiz de fe g?

Figura 12 - translacio horizontal da fungio logaritmica

6- Atividade: Translacao horizontal de ()
o= 1) Na janela de entrada, digite as funcées
51 f(@) =in(z) e g(x) =In(xz+ k),

2) Crie o controle deslizante k.

|

g(z) =In(z +2)

1-/91(3,) = In(z — 2)

-3 52 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

-1

2 \
5 f(z) = In(x)

Fonte: A autora.




3. Aplica¢ao do logaritmo

Hoje hi mais necessidade das tibuas de logaritmos para efetuar

cilculos. Entao, como utilizamos o logaritmo?

3.1 Conversao de escala

A aplicagio de logaritmo é usada para colocar dados em uma es-

cala amigavel. Veja os exemplos:

A apha centauri é o sistema triplo de estrelas mais préximo do
sistema solar. Estd localizado a leste do cruzeiro do sul e pode ser vis-
to em todo o hemisfério sul (figura 13). Cientistas como Stephen Ha-
wking, Peter Wernher junto com Mark Zuckerberg uniram-se num
projeto que prevé uma missdo interestelar a alpha centauri. Acredi-
ta-se que esse sistema possa abrigar um planeta semelhante a terra e,

portanto, com condi¢oes de vida.
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Figura 13 - Localizacgio de alpha centauri
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A distincia da terra a alpha centauri é 41 000 000 000 000 km.

Vocé ja pensou como seria trabalhar com dados dessa magnitude? Tra-
balhase em escala logaritmica e essa distinciatorna-se:

Tabela 2 - Distancia da terra a alfa centauri

41 x 102 km

Atividade: representar no GeoGebra os nimeros de 1 a 10 na escala

numérica e na escala logaritmica. Construa uma tabela na planilha do
software com esses dados.



Fonte: https://clubecaap.blogspot.com/2016/08/o-sistema-alpha-centauri.html

o~

Figura 14 - Escala aritmética e escala logaritmica

Atividade: Numeros de 1 a 10 nas escalas numérica e logaritimica

1) Na planilha: primeira coluna, nimeros de 1 a 10 e, segunda coluna l0gl0(T) com

x € [1,10]

2) Plote os valores nos segmentos.

Aritmética

Logaritmica

0

0.3

0.48

0.6

0.7

0.78

0.85

0.9

0.95

O oo~NOOOC & WN -

1

Escala Logaritmica

Escala Aritimética

Observe na escala logaritmica os valores se
acumulam no intervalo de 0 a 1.

Fonte: A autora.
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3.2 Lineariza¢io da fungao y = ae*

Se y = ae” podemos usar a fun¢io log para linearizar essa fungio

da seguinte forma:

y=ae”

In(y) = In(ae*)

In(y) = In(a) + x In(e)

In(y) = x + In(a) que é uma func¢io linear

Atividade: linearizar a fun¢io exponencial, f(x) = 2¢* no GeoGebra.,

Figura 15 - Linearizacao da funcao f(x) = 2e*

P
10+

In(y) =n(2)+x

Atividade: Linearizacao de f(z) = ae”

1) Na janela de entrada digite a funcao
y=2e",

2) Na planilha, digite os valores de
z,y,In(y),In(2) +

3) Ainda na planilha, selecione as

duas 1ltimas colunas.

e, com o botao direito, construa uma poligonal.

P y In(y) In(2) +x
—210.27 -1.31 | —-1.31
—10.74 —0.31 | —0.31
0 2 0.69 0.69

1 5.44 1.69 1.69

2 14.78 2.69 2.69

3 40.17 3.69 3.69

4 109.2 4.69 4.69

5 296.83 | 5.69 5.69

6 806.86 | 6.69 6.69

7 2193.27 | 7.69 7.69

o

T T
10 11

Fonte: A autora.
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Na pagina Matemaitica Multimidia encontra-se um experimento
para modelar uma avalanche de feijoes! Nele é apresentada a lineari-
zacdo da funcdo Q) = ‘I;_n, onde a,b sdo constantes e Q é a quantidade
de vezes que a avalanche de feijoes, de intensidade I, ocorreu durante
o experimento. Confira!

Matematica Multimidia

3.3 Idade de um fdssil

Durante a vida um ser vivo absorve e perde o €**, isétopo radioa-
tivo do carbono. Quando morre, naturalmente, a absor¢do cessa e o
C** comega a desintegrar-se. Sabendo a meia vida (tempo para que seja
reduzido a metade) do C** é possivel calcular a taxa de desintegracio

in(2)

@ e estimar a idade de um f6ssil. Essa taxa é dada por: a =__—, onde

5570 ¢é aproximadamente a meia vida do C**.

Figura 16 - Fossil de um dinossauro

Fonte: Wikipedia.



https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1366
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1366

3.4 Nivel Sonoro

Algumas doengas como estresse e surdez sao ocasionadas por lon-
go tempo de exposi¢io a niveis sonoros muito altos (> 80 dB). O nivel

sonoro (NS) pode ser calculado por:

onde: I é a intensidade do som e Iy é o limiar de audibilidade.

Observe na figura 17 as medidas do NS de algumas situagoes

cotidianas.

NS = 10 log(-)
]

Figura 17 - Niveis de ruido
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Lesao ireversivel

Fonte: www.cochlea.org.



http://www.cochlea.org/po/som/campo-auditivo-humano

3.5 A Pressao Arterial

A pressio arterial de uma pessoa
¢ avaliada no esfigmomanémetro por
dois tipos de pressdo: a sistdlica e a
diastdlica. A pressdo arterial sistdlica é
o maior valor aferido e correspondente

ao valor medido no momento em que
o ventriculo esquerdo bombeia uma quantidade de sangue para a
aorta. A pressio diastdlica é o menor valor aferido e correspondente ao
momento em que o ventriculo esquerdo volta a encher-se para retomar
todo o processo da circula¢io. Ambas sio medidas em milimetros de
mercurio. A férmula empirica da pressdo sistdlica (p) é dada por:

p(x) = 40 + 25 In(x + 1), xe[0,65]

onde x é a idade da pessoa medida em anos.

Atividade: construa uma tabela no GeoGebra da Idade x Pressio,
com a idade variando em intervalos de 5 anos, de 5 a 65 anos. Plote o

grafico dessa funcgao.




Figura 18 - Idade x Pressao Sistdlica

p(x) = 40 + 25In(x + 1)

‘i Atividade: Idade x pressao sistolica

1) Na planilha construir as colunas: idade e
pressao dada por p(x)=40+25In(x+1). Crie

Pressio uma tabela.

84.79 2) Selecionar a lista de pontos e com o botao
?ggggl direito, criar lista de pontos.
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Fonte: A autora.

Outras aplicacoes como A boca e os germes, A mesada que

triplica



https://impa.br/wp-content/uploads/2016/12/romulo_mussel.pdf
https://impa.br/wp-content/uploads/2016/12/romulo_mussel.pdf

Consideragoes finais

O estudo do logaritmo é muito interessante e é utilizado como
aplicacdo para varios conteddos do Ensino Médio. Esse assunto resul-
ta em um excelente projeto de pesquisa!

Obrigada pela consulta ao material.

Prof. Maria Regina C. M. Lopes
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